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18.034 lleri Diferansiyel Denklemler I%K Ders 21

DERS 21. BASAMAK FONKSiYONLARI

Basamak ve impuls sinyalleri: Motivasyon.
PD)y =y™ +ayy™ V4t any = f

denkleminin analizinde diferansiyel denkleme asagidaki sekildeki gibi bir giris-cikis sistemi
olarak bakabiliriz.

[ IS ] '——_‘!

giris cikig

Sekil 21.1. Giris-¢ikis sistemi

P (D) nin katsayilari, kitle-yay sistemindeki yay sabiti ya da devre analizindeki direng sabiti gibi,
sistemin parametreleridir. Gergek hayatta, parametreleri 6nceden bilmiyoruz. Onun yerine
sistemi, degisik giris sinyallerine nasil yanit verdigini izlemekle 6greniyoruz.

Giris sinyali ne kadar basit olursa, sistem parametrelerinin izinin o kadar agik olmasini
bekleriz ve sistemin daha karisik sinyallere nasil tepki verecegini o kadar kolay tahmin ederiz.
En basit sinyal, homogen denkleme karsilik gelen, sifir sinyaldir. Biz diger basit ve standart iki
sinyali (birim basamak ve birim impuls) inceleyecegiz. Simdi, birim basamak sinyalini ¢alisalim.
Birim impuls sinyali ilerki derslerde tartigilacaktir.

Birim basamak sinyalleri. Birim basamak fonksiyonu ya da Heavisidel birim fonksiyonu

t<o0

@D h(t) = {(1) t>0

olarak tanimlanir. t = 0 da sigramali siireksizlige sahip h(t) fonksiyonunun grafigi asagida
verilmistir.

1 Heaviside (1850-1925) ingiliz miihendis, matematikgi ve fizikgisi
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Sekil 21.2 h(t) nin grafigi

Tanimi geregi,

0, t<c

h(t_c)_{l, t>c
dir.

Asikar olarak, c = 0 olmak Uzere,
[0/0) (o] e_sc
L{h(t — )} = f e Sth(t —c)dt = j e Stdt = .

0 c

dir.

Birim basamak fonksiyonu, degisik stireksiz girisleri tanimlamak igin kullanilir. Eger f(t),
t = 0vec = 0igintanimhise, f(t)h(t — c¢) fonksiyonu t = cigin f(t) ile gakisir ve t < c igin
0 degerinialir. Eger0 < a < bise, f(t)h(t — a) — f(t)h(t — b) fonksiyonu [a,b) araliginda
f(¢t) ile ¢akisirken bu araligin disindaki noktalarda sifirdir. Bu fonksiyon bir anahtari t =
a aninda kapama ve t = b aninda agma etkisini tanimlar. Daha kesin bir ifadeyle, eger
gt) = f(t —c)h(t —c) ise, g(t) fonksiyonu t > c icin f(t) fonksiyonuna ve t < c igin de sifir
fonksiyonuna esittir. Bu fonksiyonlar asagidaki sekilde gosterilmistir.

(tVh(t — €) (t)(R(t —a) — h(t — b))
F{E)h(t —c) J(e)(h(t —a) N f(t = c)h(t —c)

f(t)

t=0 e a b

Sekil 21.3 Siireksiz girisler

Birim basamak fonksiyonun esas kullanimlarindan biri

L{f(t —c)} = e *F(s), c=0
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t-kaydirma 6zelligi ile olan iligkisidir. Bu formil, t < 0 igin f(t) = 0 kosulunu gerektirir. Birim
basamak fonksiyonunu yardimiyla, alternatif olarak

(21.2) L{f(t —c)h(t — c)} = e 5°F(s), c=>0

yazabiliriz.

Ornek 21.1. Hangi fonksiyonun Laplace déniisimi % dir.

COzUM. L{t} = slz oldugunu biliyoruz. Béylece t-kaydirma ézelliginden, bu durumda,

Lt {i—j} =({t—-Dh(t—-1)
elde edilir.

Bu sonuglari siireksiz bir giris iceren diferansiyel denklemi ¢6zmek icin kullaniriz.

Ornek 21.2.
(1, te€[0,1),[23),[4)5)
r® = {o, t € [1,2),[3.4), [5,%0)

olmak Uzere,

y'=3y"+2y=f(®),y(0) =0,y (0)=0

baslangi¢c deger problemini ¢ozlinuz. f(t) nin grafigi asagida verilmistir.

1 5 -
Sekil 21.4 f(t) nin grafigi
COzUM. Y(s) = Ly ve F(s) = Lf olsun. Laplace déniisiimiini uygulayarak

F(s)

(s =3s+2)Y(5) = F(s), Y(9) = 332>

bulunur.

f (t) fonksiyonunu
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f@)=ht)—h(t—-1)+h(t—2)—h(t—-3)+h(t—4)—h(t—-5)

seklinde yazariz. Buradan

1 e—s e—2$ e—35 e—4s e—Ss
F(s)=———+ — + —
S S S S S S
elde ederiz. Alternatif olarak,
1 3 5
F(s) = f e Stdt + f e Stdt + f e Stdt
0 2 4
yazilabilir.
Boylece,

Y(s) = (1—eS+e 25— 35 4745 —g™5)

1
s(s—=1)(s—2)

dir. Basit kesirlere ayirma islemi uygulanirsa,

1 _uot 11 —L{l 1 Zt}
sG-D(G—-2) 25 s—1 2s—2 ~lz2"¢72°
ve
5
1 1
y(t) = ZJ’o(t— At —k), yo(t) =5 —ef +e*
k=0
bulunur.

Uyar1 21.3. k = 1,2,---,5igin yo(k) = y,(k) oldugu kolaylkla gorilir. Bu, t € [0,00) igin y ve
vy’ nuin sirekli olmasi anlamina gelmektedir. Fakat t = k da y"’ stirekli degildir. Diger bir
ifadeyle, y genellestirilmis bir ¢c6zimddr.

Periyodik Fonksiyonlar. f € E, p > 0 periyodlu bir periyodik fonksiyon, yani her t € R igin
f(t+p) = f(t), olsun.

(21.3) fo(®) = f(ORE) — f(OI(t - p)
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fonksiyonu, [0,p) araliginda f (t) ile cakisirken bu araligin disinda sifirdir. Bu anlamda f,,, tek
periyotta f fonksiyonunu temsil eder; f, f, in periyodik genislemesidir.

f periyodik oldugundan, (21.3) deki ikinci f(t) yi f(t — p) ile degistirebiliriz. Laplace
dontsuma alinirsa (21.3), Lfy, = Lf — e PSLf ifadesini verir. Bu denklemi Lf ye gore ¢ozerek,
Lfy = f: e Stf(t)dt olmak Uzere,

(21.4) f = Lf,
1—eps

elde ederiz.

Ornek 21.4. n > 0 bir tamsayi olmak {izere, kare-dalga fonksiyonu

_(Lte[2n2n+1)
f® = {—1, t € [2n—1,2n)

seklinde tanimlidir.

Sekil 21.5 Kare-dalga fonksiyonunun grafigi.

fo(®) =h(t) —2h(t—1)+ h(t —2) = {jittee[([)ilz)) olsun. Bu durumda,
1—2e"S -2s 1—eS 2
cifo) e = e Ume)

dir. Bu nedenle, (21.4) den

_1(1-e7)? 11-e”*
T s 1—2e% sl+4eS

Lf

elde edilir.
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