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BOLUM 3. YUKSEK BASMAKTAN LINEER DENKLEMLER

Bu bolimde, sabit katsayil lineer diferansiyel denklemler teorisini daha kapsamli bir
bicimde verecegiz. Varlik ve tekligi gostermek icin operator hesabini kullanacagiz. Homogen
denklemin ¢6ziimlerinden homogen olmayan denklemin ¢ozimind bulmak icin teknikler
sunacagiz. Ayrica, asimptotik kararlilik (izerine kalitatif sonuclar verecegiz.

DERS 11. YUKSEK MERTEBEDEN LINEER DENKLEMLER

n' inci mertebeden sabit katsayil bir lineer diferansiyel denklem

(11.1) Ly =y™ +piy®™™ + o+ gy’ +pay = £(8)
k
bicimindedir. Burada y(k) = ZTi] , y'nin t ye gore k'yinci mertebeden turevi, p; ler reel ya da

karmasik sabitler ve f(t), bir I araliginda surekli fonksiyondur. L harfi, (homogen) diferensiyel
operatorii temsil etmektedir. C¥(I),I da k kez tiirevlenebilen fonksiyonlarin uzayi olmak izere,
L: C™(I) - C(I) operatoriniin lineer oldugu kolaylkla gorilebilir.

Bollim 2 de incelenen ikinci mertebeden denklemlerde oldugu gibi siiperpozisyon kural
ve tamamlayici ¢éziim kurali, (11.1) denklemi igin de gegerlidir.

Siiperpozisyon Kurali. L, (11.1) de verilen operator olmak tizere, Lu = 0 ve Lv = 0 ise herhangi
c, Ve ¢, sabitleriicin L(c;u + ¢c,v) = 0 dir.

Tamamlayici C6ziim Kurali. L, (11.1) de verilen operatdr olmak tizere u fonksiyonu Lu = f nin
bir 6zel ¢6ziimu ve v de Lv = 0 in herhangi bir ¢6ziimu ise, bu durumda L(u + v) = f dir ve
Ly = f denkleminin her ¢6zimi bu sekilde elde edilebilir.

Boylece, (11.1)'in genel ¢cozimii
Y=YptYn

olarak verilir. Burada y,, (11.1)'in bir 6zel ¢6zim ve yj, da karsilik gelen
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(11.2) Ly =y™ +piy® D+ .4 p, 1y +py=0

homogen denklemin bir ¢dzimudur.

Karakteristik polinom. (11.2) homogen denklemin bir ¢éziimii olarak y(t) = e*t,1 € C
k
fonksiyonunu deneyelim. % (e’“) = A¥e?t oldugundan, denklemde yerine konulursa
Le* = (A" + py AV L+ -+ pp_ A+ pp)e?t =0

elde edilir. Ustelik, e*t hicbir zaman sifir olmadigindan Le*t = 0 esitliginin saglanmasi igin
gerek ve yeter kosul A nin L nin

(113) PL(A) = ATL + plln_l + + pTl—lA + pTl

karakteristik polinomunun bir kéki olmasidir.

Ornek 11.1. p ve q sabitler olmak lizere ikinci mertebeden

Ly =y" +py+qy

denklemi igin sonuglari hatirlayalim. Karakteristik polinomun kokleri

—p+VA
A= %,Az p* —4q
dir. p? > 4q ise bu A degerleri icin y = e*, Ly = 0 denkleminin ¢éziimleridir.

n'inci mertebeden (11.2) diferansiyel denklemini ¢ézmek igin y = et degistiriminin
nasil uygulanacagini gbsterecegiz.

.. R . - d . - . .
Operator kalkuliis. Turev islemi icin D = = soyut simgesini kullanirsak, lineer denklemlerin

incelenmesi daha kolay olur. Kiiciik bir uyari: d sembolii diferansiyeller icin kullanilir. Ornegin,
d(t3) = 3t%dt fakat D(t3) = 3t2 dir.

D operatori lineerdir. Yani, tiirevlenebilir u, v fonksiyonlari ve herhangi bir ¢ sabiti icin
D(u+v)=Du+ Dv, D(cu)=cDu

saglanir.
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Simdi D nin bazi 6zelliklerini siralayalim. Tanim olarak,

, ak
D° = id ve D¥ = k=12
Bunun yaninda,
(11.5) Dipk = pi*k,  (DN*=Dik = jk=12,.

dir. ispat 6dev olarak birakilmistir.
(11.2) deki diferansiyel operatéri, D notasyonuyla
Ly = (D" +p D" '+ pp1D +pp)y

biciminde yazabiliriz. Bu durumda, ikinci yandaki birinci garpanin P; (D) oldugu gorulir. Burada
P, parakteristik polinomunun D deki degeri bigcimsel olarak hesaplanmaktadir. Bu anlamda
L = P, (D) deriz.

Sabit katsayili lineer operatorler asagidaki anlamda yer degistirirler.

Lemma 11.2. q; ve by, sabitler olmak iizere, p(D) = Y.a;D; ve q(D) = Y.b,D¥ iki lineer
diferensiyel operator ise,

p(D)q(D) = q(D)p(D) = Ya;b,D/**
dir.

ispat (11.5) kullanilarak yapilir. Odev olarak birakilmistir.

Uyari 11.3. Yukaridaki Lemma, degisken katsayili lineer operatérler icin dogru degildir. Ornegin,
f, t ye gore tlrevlenebilir fonksiyon olmak lizere

D(tf) = (tf) =tf"+ f = (@D +id)f
dir. Diger bir ifadeyle Dt = tD + id dir.

Pek ¢cok uygulamada, A € C ve u belli dereceden diizgiin bir fonksiyon olmak uzere,
deneme ¢oziimler e*tu bigiminde alinmaktadir. Bu nedenle, bu tip bir fonksiyonun D operatérii
ile nasil isleme girdigini bilmek faydalidir.

Lemma 11.4 (Ustel kaydirma kurallari). p bir polinom ve A bir sabit ise,

p(D)(e*f) = e*p(D + Df

Sayfa 4 www.acikders.org.tr



18.034 lleri Diferansiyel Denklemler I%K Ders 11
dir.
Ispat. Tiirev kuralina gore,
D(e*f) = eMDf + AeMf = e (D + D)f
olur. Buradan a herhangi bir sabit ise
(D — a)(e*f) = eM(D —a+ Df
dir. Timevarim yontemi kullanilirsa
(D — a)¥(e?f) = e*(D — a + V*f

elde edilir.

Nihayet, kalkullisiin temel teoremine goére, bir p polinomu

p(D) = (D — a1 (D - ay)** ...(D — ay)m

seklinde carpanlarina ayrilabilir. Burada a; € C polinomun koki ve k; = 1 de karsilik gelen kat
(tekrarlanma) sayisidir. istenilen sonug, Lemma 11.2 ve (11.6) den elde edilir.

Ozel olarak, ustelik,
(D — D(e*f) = eMDf ve (D — Dk (e*f) = eMDkf

elde ederiz.

at
Alistirma. Eger a, p polinomunun bir kéki degilse, b(t) = % nin p(D)y = e® diferansiyel

denkleminin bir 6zel ¢6ziimu oldugunu gosteriniz.

Simdi temel sonucumuzu ifade edelim.

Theorem 11.5. Eger A,, sabit katsayil p(D) lineer diferensiyel operatériine ait p(A) = A™ +
P A"t + -+ p,_1A + p, karakteristik polinomunun k katli bir (karmasik) kékii ise, bu
durumda, r=0,1,...,k—1 olmak iizere, t"e*t fonksiyonlari p(D)y = 0 denkleminin
¢oziimleridir.
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Ispat. Ustel kaydirma kuralindan, r = 0,1, ..., k — 1 igin
(D — Ak (tTett) = eMtDF™ = 0
oldugu elde edilir.

Ote yandan, p(1), (1 — 1,)* carpanini igermelidir ve bu nedenle

p(D) = (D -2A)*q(D), q(D)= H(D — )
A

ﬂ.]‘i

olur. Son olarak, Lemma 11.2 kullanilirsa

p(D)(t"ett) = q(D)(D — A)*(t"ett) =0
bulunur. Bu ispati tamamlar. m]
Sonug 11.6. Eger

p(A) = (A=) (A= 2)"2 .. (A = Ap)m

ise, r =0,1,2,...,4;_; ve j = 1,2,...,m olmak lizere, tre’lftfonksiyon/an p(D)y =0
diferensiyel denkleminin ¢éziimleridir.

Karmasik ¢oziimler. Operator kalkulls yoluyla analiz etmenin ilging bir 6zelligi, katsayilar reel
oldugu zaman bile, (11.4) deki p? < 4q durumu gibi, ¢ogu problemin karmasik degerli
fonksiyonlar kullanilarak en iyi bicimde ¢6zlilmesidir.

p(D)y = 0 denklemindeki p; katsayilari reel veya karmagik olsun olamasin Teorem
11.5 gecerlidir. Gergekten, t reel olarak yorumlanmasina ragmen (6zel olarak, kararhlik
tartismasinda), operator kalkulis ve onunla elde edilen ¢oziimler karmasik degerli
fonksiyonlara esit derecede iyi uygulanir. Fakat p; katsayilari reel oldugu zaman, daha kuvvetli

bir sonug elde edebiliriz.

u,v € R olmak lzere, bir polinomun karmasik kdklerinin u & iv gifti biciminde oldugunu
ve ayrica, e*t = el (cosv +isinv) esitligini hatirlayalim.
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Lemma 11.7 ( Reel kisimlari esitleme kurali). u ve v reel degerli fonksiyonlar olmak lizere,
karmasik degerli y(t) = u(t) + iv(t) fonksiyonu, reel katsayili (11.2) diferansiyel denkleminin
bir ¢6ziimii ise, bu durumda u(t) ve v(t), yani y nin reel ve sanal kissmlari, (11.2) denkleminin
¢oziimleridir.

Ispat. Ly = L(u + iv) = 0 olsun. L nin katsayilari reel oldugundan, karmasik eslenik alinirsa
Ly = L(u — iv) = 0 elde edilir. Bu durumda, lineerlikten

y-y

y+y -
2i

Uu=—vev =
2

(11.2) yi saglar.

Lemma 11.7, reel degisken katsayili diferansiyel denklemler igin de gegerlidir.

Sonu¢ 11.8. p polinomunun k kath her u +iv, u,v € R karmasik kék ¢ifti, r =0,1, ...,k — 1
olmak iizere, p(D)y = 0 diferansiyel denkleminin t"e*t cosvt ,t"e*t sinvt reel ¢éziimlerini
verir.
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