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DERS12. TEMEL COZUMLER

Sabit katsayili

(12.1) Loy = piy™ D+ -+ pu1y + oy

diferansiyel denklemi ile iliskili sonuglar veriyoruz. Olusturdugumuz bazi sonuglar degisken
katsayili denklemler icin de gecerlidir.

p(A) = A"+ p A"+ -+ pu_1 A+ p,, Lo operatdriine kargilik gelen karakteristik
polinom olsun. Cebirin temel teoremine gorel; p, karmasik sayilar cismi Gzerinde

p(D) = A -2 - 2) ... (A = Ap)m

seklinde lineer garpanlarin garpimi olarak garpanlarina ayrilir. Burada 4;, p(4) nin (karmagik)
kéki ve kj = 1 A; nin katidir.

Son dersten, r = 0,1, ...,/1j_1 vej =1,2,...,molmak tUzere t"elit fonksiyonlarinin
Loy = 0 denkleminin (karmasik) ¢céziimleri oldugunu hatirlayalim. Ustelik, her Aj = u; + v,

A =u; — v, uj,v; € Reglenik karmagik kék cifti, 7 = 0,1, ..., k;j_; olmak tzere, Loy = 01n

t"ekit cos vt , t" et sinv;t reel géziimlerini verir.

Amacimiz, Lyy = 0 denkleminin her ¢dzimunin bu n ¢6zimdin lineer kombinasyonu
oldugunu gostermektir. Yani, bu ¢ézimler L,y = 0 denkleminin ¢ézimlerinin bir bazini
olusturur.

Lineer bagimsizlik. Skaler cisme bagli olarak, lineer bagimsizligin iki gdsterimi vardir. Bir I
araliginda tanimh n tane reel veya karmagik f3, f5, ..., f, fonksiyonuna, eger ¢; € R olmak

Uzere,
cifi(®) t () + -+ cpfn(t) =0 VEETI = ¢ =0Vj

saglaniyorsa, reel cisim lzerinde lineer bagimsizdirlar denir. Karmasik cisim tzerinde, bir reel
veya karmasik fonksiyonlar climlesinin lineer bagimsizhigini benzer bicimde tanimlayabiliriz.

1 ilk defa Carl Friedrich Gauss tarafindan ispatlanmistir.
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Lemma 12.1. Bir I araliginda tanimli reel degerli fonksiyonlar ciimlesinin reel cisim iizerinde
lineer bagimsiz olmasi icin gerek ve yeter kosul, fonksiyonlar climlesinin karmasik cisim
lizerinde lineer bagimsiz olmasidir.

Simdi bu alt bolimiin esas sonucunu ifade edelim.

Lemma 12.2. r negatif olmayan bir tamsayi ve A; € C olmak lizere,

(12.2) fri(®) =tTeMt,  j=12,..,n

bicimindeki fonksiyonlarin herhangi bir koleksiyonu, iki veya daha fazla fonksiyon 6zdes esit
olmadikga, bos olmayan herhangi bir a¢ik aralikta lineer bagimsizdir.

Ispat. frj(t) lerin hepsinin farkh oldugunu varsayalim. t nin bir agik araliginda, bazi r ve j ler
icin ¢,; # 0 olmak lzere,
Zcrjfrj(t) =0

kabul edelim. Bir j sabitleyelim ve ¢,; # 0 olacak sekilde r nin en buyuk degerini R segelim.

Sabit katsayili

p0) = (0-2)" ] |@ -84

i#j

lineer diferansiyel operatorini olusturalim. Burada k;, t"e*it nin (12.2) deki fonksiyonlardan
biri olacak sekildeki en buytk r sayisidir. p(D)(Zcrjfrj) = p(D)(0) = 0 oldugu agiktir.

Diger taraftan,

p(D)(Zerify) = | | @ =104 (D - 2)" (Sensfiy)

i#j
. R .
= o, [ [0~ 201 (0 - ) (27e)
i%j
ki+1 i
= CR],(R!) 1_[(1] - Al) i ellt =0
i%j
elde edilir. Bu celiski teoremin ispatini tamamlar. O

Sonug 12.3. L, (12.1) de verilen operatér olmak lizere, Loy = 0 diferensiyel denklemi tTett
biciminde en az n tane lineer bagimsiz reel veya karmasik ¢éziime sahiptir.
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p; lerin reel sabitler oldugu Loy = 0 diferansiyel denklemi, reel cisim lizerinde, bos olmayan bir

aralikta lineer bagimsiz olan
tTe’t, t"ettcos vt, tTeHt sinvt

biciminde n tane fonksiyona sahiptir.

Temel ¢6ziimler. $imdi, p; ler reel ve Ly, (12.1) de verilen operatér olmak tzere, Loy = 0
homogen denkleminin her ¢6ziimiiniin, Sonug 12.3 de elde edilen ¢éziimlerin bir lineer
kombinasyonu oldugunu gésterelim. Bu baglamda, p;(t) ler bir I araliginda reel degerli strekli
fonksiyonlar olmak lzere, daha genel

(12.3) Ly = y™ +p )y + -+ pp_1 (£)y" + pa(£)y=0
diferansiyel denklemi icin bazi sonuglar olusturacagiz.

N(L) ile gosterilen Ly = 0 in ¢6zim kiimesi, Ly = 0 denkleminin ¢éziimlerinin bir
koleksiyonudur.

Alistirma. N(L) nin C™(I) nin bir lineer alt uzayi oldugunu gosteriniz.

Ly = 0n ¢6ziimlerinin bir bazi, bu durumda, N(L) lineer uzayinin bir bazi olarak
tanimlanmaktadir. Diger bir ifadeyle, Ly = 0 in herhangi bir ¢6zimu bazdaki ¢ézimlerin bir
lineer kombinasyonu olarak bir tek bicimde ifade edilir.

L, (12.3) ile verilen operator olmak tzere, Ly = 0 diferensiyel denklemiyle

T:N(L) > R", Ty = y(to),y' (to),-.,y" ' (to))

donisimiind iliskilendirelim. T operatorinin lineer oldugu agiktir. T nin 1-1 oldugunu
gosterelim. Yani, Ly = 0 tek ¢6ziime sahiptir.

Lemma 12.4 (Teklik). L, (12.3) de verilen operatér ve p; fonksiyonlari de t, noktasini igeren
kapali I araliginda reel degerli siirekli fonksiyonlar olsun. Egery, Ly = 0 denkleminin reel veya
karmasik ¢6ziimtii ise ve
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y(ty) =yt = . =y D(g) =0

ise, bu durumda her t € I icin y(t) = 0 dir.

Ispat. ispat ikinci mertebeden denklemlerdeki ispata benzerdir. Eger y bir reel ¢dziim ise,

E® = y2(© +y* (O + -+ (yo0©)

olsun. Bir k > 0 sabiti igin Z—fS kE diferensiyel esitsizligi elde edilir. Detaylar 6dev olarak

birakilmistir. Eger y bir karmasik ¢6zim ise, reel ve sanal kisimlar Ly = 0 denklemini ve
baslangi¢ kosullarini saglayan reel ¢éziimlerdir. Bu ispati tamamlar. m|

llaveten eger T operatériiniin zerine oldugunu gdésterirsek, yani herhangi bir n boyutlu
(Y0, V1» -+» Yn—1) € R™ vektori icin Ly = 0 denkleminin

y(to) = Yo, 0, Y Hto) = Ynoa

baslangic kosullarini saglayan bir ¢6ziime sahip oldugunu gosterirsek, bu durumda T bir
izomorfizm olur. Ozel olarak, N(L) 'nin boyutu n dir. Buna gére Ly = 0 denkleminin
¢Ozimlerinin bir bazi, n tane fonksiyon igerir.

L operatorunin katsayilari reel sabitler ise, yani, Ly (12.1) deki gibi olmak tzere, L = L,
ise Ly = 0 denklemi

tTert, t"eHt cosvt, t"eMt sinvt

bigiminde n tane lineer bagimsiz(reel) ¢6ziime sahiptir. Bu durumda, bu n tane ¢ézim Ly = 0
denkleminin ¢ézlimlerinin bir bazini olusturur. Bu sonug, degisken katsayili denklemler i¢in de
gecerlidir.

Alstirma. L, (12.3) de verilen operatér ve p;(t) ler t, € I arali§inda reel degerli stirekli
fonksyonlar olmak uzere, y; (t), y,(t), ..., yo(t) fonksiyonlari Ly = 0 in n tane lineer bagimsiz
¢6zUmu olsun. Ly = 0 denkleminin, verilen keyfi yo, y4, ..., Yn—1 reel sayilariigin

y(to) = ¥0,¥'(to) = ¥1, ., Y V(o) = Y1

kosullarini saglayan, y(t) = X7_1¢jy;j(t) ¢ozimindeki cq,cy, ..., c, sabitlerinin tek sekilde

belirlenebilecegini gosteriniz.
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Euler-Cauchy denklemi. n'inci mertebeden lineer denklemler arasinda ¢oziimlerinin bir bazinin
elemanter fonksiyonlar cinsinden ifade edilebildigi birkag ilging sinif vardir. Bu denklemlerin bir
sinifi tartistigimiz sabit katsayili denklemlerdir. Bir diger sinif ise

xy®™ +p " ty@ D 4t py gxy +py =0, x>0
dky

bicimindeki denklemlerdir. Burada y(") = Xe gore k yinci mertebeden turev ve pjler

sabitlerdir. Bu yapidaki denklemler, Euler tarafindan daha 6nce ¢alisiimis olmasina ragmen
Cauchy nin es boyutlu denklemi olarak adlandirilir.

x = e degisken degisimi, sabit katsayili bir denklem dogurur ve ¢éziimlerin bir bazi
tTelt, tTeMt cosvt, tTeMt sinvt
fonksiyonlarindan olusur. Bu durumda, x cinsinden
x*(logx)", x* cos(vlogx) ve x* sin(v log x)

elde edilir.
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