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18.034 lleri Diferansiyel Denklemler I%K Ders 13

DERS 13. HOMOGEN OLMAYAN DENKLEMLER

Homogen olmayan lineer diferansiyel denklemleri ¢ézmek igin degisik teknikleri
tartisacagiz.

Parametrelerin degisimi: Lagrange yontemi. Degisken katsayili ikinci mertebeden
(13.1) Ly =y" +p@®)y"+q®)y
lineer diferansiyel operatoriinii géz 6niine alalim.

Eger bir Ly = 0 homogen denklemin asikar olmayan bir ¢6zimu biliniyorsa, karsilik
gelen Ly = f homogen olmayan denklemi, genel olarak iki integral islemiyle ¢ozillr. Eger
Ly = 0 denkleminin iki lineer bagimsiz ¢6zim biliniyorsa, Ly = f denkleminin tek integral
islemi ile ¢ozlilebilecegi Lagrange tarafindan bulunmustur.

Ly = 0 denkleminin lineer bagimsiz bir ¢6ziim ¢ifti u,v olsun.

(13.2) y =au+ bv

ifadesini gbz online alalim. Eger a ve b keyfi sabitler ise y, Ly = 0 in genel ¢6zimini temsil
eder. Homogen olmayan Ly = f denkleminin bir ¢6ziimiind, a ve b sabitten ziyade t nin
fonksiyonlari olmak lizere, bu bigcimde bir deneme ¢6ziim secerek elde edecegiz. Metod,
parametrelerin degisimi yontemi olarak adlandirilir.

a ve b, t nin tirevlenebilir fonksiyonlari olsun. Tirev alarak
y' = (au' + bv') + (a'u+b'v)
elde edilir. y' = au’ + bv' olmasi igin
(13.3) au+bv=0

denkleminin saglanmasini talep ediyoruz. Bu zorlama ikinci mertebeden tiirev hesabini
basitlestirir, ve

y" = (au” +bv") + (a’u' +b'v")
olur. Boylece,

Ly=y"+py +qy=alu+bLv+a'u +b'v' =adu + bV
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elde edilir. ikinci esitlikte Lu = Lv = 0 kullanilmistir.
Ly = f denklemini (13.2) deki bicimde ¢6zmek, a’ ve b’ bilinmeyenlerine gore,
au+bv =0
au +b'v' =f

lineer sistemi ¢ozmeye indirgenir. Bu sistem matris formunda

u v a' _ 0
(u’ v’) b'] (f)
olarak yazilabilir.

Sistemi Kramer kuralina gore ¢ozeriz, ve

0 v| |u 0

! !
S R YO
_|u v|' |u V|
u v u v

elde ederiz. Burada, || notasyonu matrisin determinantini géstermektedir. Paydalar W (u, v)
wronskiyenidir, dolayisiyla yukaridaki ifadeleri

N
T T Wy - W, v)

olarak yazabiliriz.
Nihayet, (tek) integral islemi uygularsak

(13.4) _ —fv fu
y(t) = u(t) f W) dt +v(t) f W) dt

Lagrange formiliini elde ederiz.

Lagrange yontemi n-yinci mertebeden denklemlere genisletilebilir ve bu diferansiyel
denklemler teorisinde 6nemli bir gelismeyi temsil eder.

Benzer bir fikir daha 6nce goriilmistii. Ornegin, birinci mertebeden lineer diferansiyel
denklemler incelenirken, v bir fonksiyon olmak tizere, homogen denklemin ce® ¢éziimini ve”
ile degistirmistik.
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Ornek 13.1. ' = :—x olmak Uzere,
(13.5) x2y" = 2xy" + 2y = x*f(x), x>0
Euler denklemini gbz 6nline alalim.
Onceki béliimde tartisilan teknik yardimiyla,
2

u=x, v =x? W(u,v) = x?

elde ederiz. x > 0 i¢in (13.5) denklemini

144 2 l+2 —
y' =Ty xzy—f(x)

biciminde yazalim. Bu durumda (13.4) Lagrange formul

y(x) = —xff(x)dx+xzjgd

¢6zUmunda verir.

Alistirma. Yukaridaki 6rnekte, m bir sabit olmak tzere, f(x) = x™ ise, (13.5) in bir 6zel

¢6zimundn
—xlogx, m = —1ise
x%logx, m=0 ise
Yp(x) = xm+2
S #* —1,0 ise
km(m +1) m :

oldugunu gésteriniz. (13.5) in genel ¢6zimi y(x) = ¢;x + ¢c,x? + yp(x) dir.

Green fonksiyonu: baslangi¢ deger problemleri. (13.4) formilinin énemli bir uygulamasi
olarak, L, (13.1) de verilen operatér olmak lGzere, Ly = f denklemine iliskin baslangi¢ deger
probleminin bir integral gosterimini bulabiliriz.

to, I araliginda bir nokta olsun. (13.4) den

t—f(t’)v(t’)dt N (t)f i )u(t)dt

y(t) = u(t) i w(t) w(t"

Sayfa 4 www.acikders.org.tr



18.034 lleri Diferansiyel Denklemler I%K Ders 13

~ Eu)v() —u@)v(t’) o
= J;O u(tHv(t) —u' ()v(t) f(t )dt

olur. Bu fonksiyon

y(ty) =0, y'(t) =0
kosullarini saglar. Gergekten,
_((P=f@u() (M)
a(t) = towdt , b(t) = towdt
olmak tzere y(t) = a(t)u(t) + b(t)v(t) ve y'(t) = a(t)u'(t) + b(t)v'(t) dir.

Ozetlersek,

u(tHv(t) —ul)v(th
u(tHv'(t") —u'(t)v(t")

y(t) =f Gt tHf(t)Hadt', G(tt') =
t

0

fonksiyonu

Ly=f, y(t)=0 y'(t)=0

baslangi¢ deger probleminin ¢ozimudur. G(t, t") fonksiyonu, Green fonksiyonu olarak
adlandirihr.

Ornek 13.2. Bir x, > 0 icin y(x,) = 0, y'(x,) = 0 baslangi¢ kosullu (13.5) Euler denklemini
incelemeye devam ediyoruz. Coziim,

y(x) = xjx(x— t)@dt

integral gosterimine sahiptir.

Ornegin f(x) = xsinx ise
X
y(x) = xf (x — t) sintdt = x(x — x,) cos xo — x(sin x — sin x;)
Xo

elde edilir.
Alistirma. (Green Fonksiyonu: sinir deger problemi).
y'+p@)y' +qy=f@), te(tyt), y(t)=y(t)=0
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sinir deger problemini géz 6niline alalim. Eger uve v, y"' + p(t)y’' + q(t)y = 0 homogen
denkleminin iki lineer bagimsiz ¢6zim ise,

(u(t)v(o)

! = W(tl)
G(t,t)—4w esert < t' < t,ise
w(t") s S

egert; <t' <tise

olmak Uzere, sinir deger probleminin ¢éziminin

or f GG, Of (¢ de
t

1

ile verildigini gosteriniz.

Yoketme (Sifirlama) Yontemi. Sabit katsayill homogen olmayan lineer bir denklemin bir 6zel
¢6zuminin bulunmasi igin bagka bir yontem verecegiz. p; ler reel sabitler olmak uzere,

Ly =y™ +piy® D+t py 1y + ppy
olsun. f,
tTert, t"e*t sinvt, t"eHt cos vt

bicimindeki fonksiyonlarin bir toplami olmak tizere, Ly = f diferansiyel denklemini galisalim.
Yukaridaki fonksiyonlarin sabit katsayili lineer homogen denklemlerin ¢éziimlerinin bir bazi
olarak ortaya ¢iktigini belirtelim. Af = 0 denklemini saglayan bir A diferensiyel operatori
bulursak, Ly = f denklemini ¢ozmeyi, LAf = 0 homogen denklemini cozmeye indirgeriz. Bu tip
bir A operatord, f nin bir yok edicisi olarak adlandirilir.

Bir ornekle agiklayalim.
Ornek 13.3.
(13.6) y" —5y" — 6y = tet

diferansiyel denklemini gbz éniine alahm. L = D? — 5D — 6 = (D — 2)(D — 3) olsun. Bu
durumda, (13.6) denklemi Ly = te® olarak yazilir.
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D icin Ustel kaydirma kurali geregince, tet nin (D — 1)%y = 0 diferansiyel denkleminin
bir ¢cdziimi oldugunu gériiriiz. Diger bir ifadeyle, (D — 1)?, te’ nin bir yok edicisidir . (13.6) da
(D — 1)? operatdriinii uygularsak

(D-2)(D-3)(D-1)?y=0

homogen diferansiyel denklemini elde ederiz. Yukaridaki denklemin ¢dziimlerinin bir bazinin

et tet, et

, e3t oldugu kolaylikla gériilebilir. Buradan, (13.6) nin bir ¢6zimiinii
y(t) = ciet + ctet + cze?t + et
biciminde kurariz ve ¢; sabitlerini belirleriz.
Le?t = 0 ve Le3' = 0 oldugundan, ¢; = ¢, = 0 alabiliriz. Buradan
y(t) = cet + ¢ tet
olur.

Ly = (D? — 5D — 6)(c,et + cytet) = (2¢; — 3cy)et + 2c,tet = tet

esitliginden c¢; = 3/4 ve ¢, = 1/2 bulunur. Boylece,
3 1
y(t) = Zet + Etet

(13.6) nin bir 6zel ¢ozimiddr.
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