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18.034 lleri Diferansiyel Denklemler I%K Ders 20

DERS 20. LAPLACE DONUSUMU VE DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Laplace doniisiimiiniin 6zellikleri. Laplace donlisiminin 6énemli pek cok 6zelligini elde
edecegiz.

Teorem 20.1. f € E ve L{f(£)}(s) = F(s) olsun. Bu durumda
(i) (s-kaydirma) L{e~“* f(t)} = F(s + c);
(ii) (t-kaydirma) ¢ = 0 ise, L{f(t —c)} = e “F(s) (t < 0igin f(t) = 0 dir);
(iii) (s-tdrev) L{tf ()} = —F'(s);

(iv) (t-tirev) eder f siirekliise, L{f'(t)} = sF(s) — f(0);

(v) (6lceklendirme) ¢ > 0ise, L{f(ct)} = %F (E), F(cs) = lL{f (E)}

c c

dir.
Ispat. (i)
f e Ste~ct f(t)dt = f e~ GOt (1) dt
0 0
esitliginden sonuc goralir.
(ii) u = t — c olsun. Bu durumda
j e Stf(t — c)dt = J eSO F () du = f e™SCe™SUf(u)du
0 -Cc 0

dir. Hipotezden —c, oo limitleri 0, o ile degistirilebilir.

(iii)

d (o] (o] a co
EJ e‘“f(t)dt=f&(e_“f(t))dtzj —te StF(t)dt
0 0 0

esitliginden sonug goralir.
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(iv) Ders 19 da ispatlandi.
(v) Degisken degistirme ile elde edilir.
O
Alistirma. Asagidakileri gosteriniz:
1. @ € E ise, L{f(t)} f F(s)ds;

F (S)

2.f € Eise, L{f f(t)dt} =

Ornek 20.2 te! nin Laplace déniisiimiini hesap ediniz.

cOzZUM. L{et} = i dénisiimiine s-tiirev 6zelligi uygulanirsa

Lite'} =~ (L), - (5—11)2

s—1

bulunur.

Alistirma.n = 0,1,2,--- vea € Rigin

n!
L{tneat} —

(S — a)n+1

oldugunu gosteriniz.

Ornek 20.3 e3'sint fonksiyonunun Laplace déniisimiinii hesap ediniz.

cOzOM. L{sint} = Szlﬂ

1

L{e3tsin t} = m

elde edilir.

s+c

Alistirma. L{e ¢ cos bt} = Grom Ve L{e “tsin bt} = oldugunu gosteriniz.

(s+¢)2+b2
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Ornek 20.4 Hangi fonksiyonun Laplace donlsimu mdlr.

2
s2+4

cOzUM. ( 2 ) = 15 ve L{sin 2t} =

“12 =iy oldugunu goriinliz. Buradan, s-tlirev ozelligi

ile

1 4s .
L {W} = tsin 2t

elde edilir.

dir.

Ornek 20.5 Hangi fonksiyonun Laplace dénusimii 12975

COzUM. Tam kareye tamamlayarak

1 1
s2+45s4+9 (s+2)2+5

yazariz.

V5
s2+5

L{sin\/g t} =

oldugundan, s-kaydirma o6zelligi ile

1 1
et Lonie

s2+4s+9) 5
elde edilir.
Alistirma.
-1 S — i 2t i 2t <
L {—52+4s+9}_\/§e cosx/§t+\/§e sinV5t

oldugunu gosteriniz.

Genellestirilmis Coziimler. a; sabit ve f € E olmak lzere

(20.1) P(D)y =y™ +a;y® D+ .. +a,y=f(t)
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diferansiyel denklemini inceleyelim. Yani f, stireksizliklere sahip olabilir. Laplace donlsimi bu
tip problemler icin ¢ok etkili bir metottur. Once, asagidaki teoremi anlamaliyiz.

Teorem 20.6. n > 1 vel bir agik aralik olmak iizere, t € I olsun. Eder f, 1 nin bir noktasinda
basit siireksizlige sahip ise, (20.1) denkleminin I da bir klasik ¢6ziimii yoktur.

Bir basit siireksizlik noktasinda sag limit ve sol limit var ancak birbirine esit degildir. / da
bir klasik ¢6ziim, I nin her noktasinda diferensiyel denklemi saglayan bir y = ¢(t)
fonksiyonudur. n > 1 kosulu, (20.1) denkleminin tiirev icerdigini garanti eder. Kanit, Darbox'un
bir teoremini kullanir ve burada verilmemektedir.

Burada “¢6zim” kavramini, slreksiz giris fonksiyonlarina izin vermek igin genisletiyoruz
ve Laplace donusiim teorisini bu genellestirme kapsaminda gelistiriyoruz.

Tanim 20.7. [ aralidinda tanimli bir y = ¢ (t) fonksiyonu igin, eger
(i) p, @', -, ™V fonksiyonlari I araliginda siirekli ve
(i) I araliginda f in stirekli oldugu noktalarda P(D)¢(t) = f(t) sadlaniyorsa

y = ¢(t) fonksiyonuna (20.1) denkleminin bir genellestirilmis ¢6ziimii denir.

(ii) kosulu f in tim kotl davraniglarinin qb(")(t) tarafindan aklandigi anlamina
gelmektedir. f in sureksizlik noktalarinda, denklem saglanmayabilir. y(n) (t) nin mevcut olmasi
gerekmez.

Alistirma. f € E olmak tizere, (20.1) denklemi ve y(0) = v,, y'(0) = y1, ..,y (0) = y,,_4
kosullarindan olusan baslangi¢ deger probleminin varlik ve teklik teoremini genellestirilmis
¢Ozlimler sinifinda olusturunuz.

Teorem 20.8. f € E olsun. Eger y(t) fonksiyonu (20.1) in [0,00) araligindaki genellestirilmis bir
¢oziimii ise y, y', y", -, y™ € E dir.

Ispatin ana hatlari. Once, E nin toplama, carpma ve integral islemlerine gore kapali oldugunu
gosteriniz,yani f,g € Eisef +g,f.9, [ f, [ g €E dur.

Sonra, P(D) =D — aise, P(D) = f in ¢6ziminin
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t

y(t) = eatf e *f(s)ds + ce*

0

olarak verildigini gosteriniz. Buradan f € E ise y € E olur. y' tirevinin de E'ye ait oldugunu
gostermek igin, denklemiy’ = f — Pyy bigiminde yazariz. f,y € E oldugundan, y' € E dir.

Son olarak da n tzerinden tiimevarim teknigini kullaniniz. |

Donustirulmis denklem. a; sabit olmak Gzere

(20.2) P(D)y =y™ +a;y® D+ +ay=f€E

denklemini gz 6nuine alalim. P(D) nin karakteristik polinomu
P(s):=s™ +a; sV .. ta,
dir. f slreksiz oldugunda, “¢6ziim” s6zcligl "genellestirilmis ¢6zim” anlaminda kullanilacaktir.
LD O} () = sSLFOIs) = " (0) = = FED(0)
formula kullanilirsa, (20.2) nin Laplace donisimu
s"Ly = (s"'yo + -t Yuor) F ais"TILY —ag (S"TPyo + o Ypog) o+ anLy = Lf

denklemini verir. Y(s) = Ly, F(s) = Lf ve P, da katsayilari baslangi¢ kosullarina bagl derecesi
en ¢cok n — 1 olan bir polinom olmak lizere, son denklemi

P(s)Y(s) = F(s) + Py(s)
olarak yazabiliriz. P, in ifadesi (19.4) den kolaylikla elde edilebilir. Boylece

_@_l_Po(S)
~P(s)  P(s)

Y(s)

denklemine ulasinz. Buradan Y (s) in ters Laplace dénlsiimi bulunursa, (20.2) denkleminin
¢O6zUimini elde ederiz.

m = 0 ve a, b, A, B sabitler olmak lizere, homogen olmayan f(t) teriminin

t™e% (A cos bt + B sin bt)
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fonksiyonlarinin sonlu bir toplami oldugunu varsayalim. Bu tip giris fonksiyonlarla farkl
iceriklerde oldukga sik karsilasilir. £(t) nin Laplace donlisimu rasyonel fonksiyonlarin bir
toplamidir, yani iki polinomun orani olan fonksiyonlarin toplamidir. Ornegin, L{t™e%} =

(s—@)m+1

fonksiyonlarin bir toplami oldugunu soyler.

dir.Yukaridaki tartisma bize y(t) ¢iktisinin Laplace dénlsiminin de yine rasyonel

F () bir rasyonel fonksiyon oldugunda, Lf (t) = F(s) olmak lzere, f(t) yi elde etmenin
temel yontemi F(s) yi basit kesirlerine ayirmaktir.

Ornek 20.9 Laplace déniisimi ydntemiyle
y"'=2y"+2y=2e% y(0)=0, y'(0)=1
baslangi¢ deger problemini ¢éziinlz.

COzZUM. Y(s) = Ly ve F(s) = Lf olsun. Laplace dénisiimii alinirsa

2 s+1
SV =1=2Y )+ 2V =27, YO =gy =55 +2)

denklemlerini elde ederiz. Rasyonel fonksiyonu basit kesirle ayirip sonra da tam kareye
tamamlarsak

s+1 _ 2 N —25+3
(s—1)(s2—=25+2) s—1 s2—2s+2

2 5 s—1 N 1
s—1 (s=1)?2*4+1 (s—-1)?2?+1

elde ederiz. Her bir terimin ters Laplace dénisimiini bularak
y(t) = 2et — 2etcost + etsint

elde ederiz.

Alistirma (Baslangig ve son deger teoremleri) .
1. f € Eise, limg_,, F(s) = 0 oldugunu gosteriniz.
2. f' € E ve f surekliise, limg_,, sF(s) = f(0) oldugunu gosteriniz.

3. f € Evelim,, f(t) = kise, lim,_ o+ SF(s) = k oldugunu gosteriniz.
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