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DERS 22. KONVOLUSYON

Motivasyon: Bir goldeki kirletici bir maddenin birikimi. Bir golimiiz oldugunu ve gole
degisken f(t) oraninda bir kirletici maddenin bosaltildigini kabul edelim. Kirletici zamanla Ustel
hizda ayrigsin. Eger t = 0 da golde hig kirletici yoksa, t > 0 aninda ne kadar kirletici olur?

At kiguk olmak Uzere, t; ve t; + At zaman araliginda gole eklenen kiiglik kirletici damla
miktar f(t;)At dir. a > 0 ayrisma sabiti olmak tzere, t > t; zaman sonra damla
e‘“(t_tl)f(tl)At ye azalr. t; = 0 baslangi¢c zamanindan baglayarak bu miktarlari toplarsak

22.1) t
et () dty
|

elde ederiz. Bu tip bir integral konvolusyon olarak adlandirilir.

Bu problemi bir diferansiyel denklem kurarak ¢ozebiliriz. Goldeki t anindaki kirletici
madde miktari y(t) olsun. Bu durumda, géldeki t + At andaki kimyasal madde miktari, t
anindaki miktardan ayrisan kismi ¢ikarip o andaki yeni miktarin eklenmesi ile elde edilir:

y(t+ At) = y(t) — ay(t)At + f(t)At
dir. At = 0 igin limit alarak
ytay=f@), y(0)=0

elde ederiz. (22.1)'in yukaridaki baslangic deger probleminin ¢6zimini verdigi kolaylikla
goralur.

Konvolusyon integrali. f ve g nin konvolusyonu
(22.2) ¢

(F *)® = [ FEdgte - )de,
0

seklinde tanimlanir. integral, sistemin t anindaki tepkisini t; < t anlarinda girdilerin agirlikh bir
stperpozisyonu olarak verir. g(t — t;) agirhg, sistemi karakterize eder; f(t) de girdinin
gecmisini karakterize eder. Bundan boyle integralin varligindan emin olmak igin f,g € E
oldugunu varsayiyoruz.

Ornek 22.1. B, # B, sabitler olmak iizere, f(t) = e51t ve g(t) = eB2! olsun. Bu durumda
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t

(F )@ = [ et et at, =

0

eBit _ gBat

B, - B,
dir.

a herhangi bir sabit olmak lizere, Le® = ﬁ oldugundan

. 1 1 Lyt
{f*g}_Bl—Bz(s—Bl_s—Bz>_5—315—32_(f)(g)

elde ederiz. Bu bir raslanti olmaktan ziyade, asagida goriilecegi gibi, konvolusyonun bir
ozelligidir.

Konvolusyon operatori adi garpmadaki gibi davranir. Eger f, g, h uygun fonksiyonlar ise,
bu durumda, konvolusyon

(i) (dagima) f*(g+h)=f*g+f*h
(ii) (degisme) f+xg=g=*f
(iii) (birlesme) f*(g+h) = (f*g) *h

ozelliklerine sahiptir. Bununla birlikte konvolusyon operatéri, ¢carpma operatoriinden farklidir.
Ornegin, genel olarak f * 1 # f ve f = f # f2 dir.

1 . . .
Alistirma. t2*1 = §t3 ve cost x cost =~ (t cost + sint) oldugunu gésteriniz.

Diger taraftan, konvolusyonun Laplace dénisiimi Laplace donisimlerinin ¢carpimidir.
Teorem 22.2 (Konvolusyon Teoremi). f,g € E ise, f x g € E ve L{f = g} = (Lf)(Lg) dir.

Ispat. f, g € E oldugundan f * g konvolusyonu [0,00) araliginda siireklidir. |f(t)| < A;eB1t ve

lg(®)] < A,eB2t kullanilirsa,

t
Bit _ gBat

e
I(f *g)(®)] < JA1eBlt AyeBtt)de = A Ay —————
By —B;
0

olur. Bu nedenle f *x g € E dir. Dahasi |f]| * |g| € E dir. Diger bir ifadeyle, L{f * g}, buylk s
degerleri icin, mutlak yakinsaktir.
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Kolaylik agisindan t < 0 igin f(t) = 0 ve g(t) = 0 olsun. Buna gore,

Lf = [T e~tf(oyde, Lg=[" e tg(t)dt ve (f * 9)(®) = [ f(t)g(t — t1)dt;
yazilabilir. Gergekten, t; < 0 igin f(t;) = 0 oldugundan f * g nin integralinin alt limiti —oo ile
degistirilebilir ve t — t; igin g(t — t;) = 0 oldugundan st limit oo ile degistirebilir. Bu durumda,

Lif g} = [ e [ £ gte - e)dede
= f(fe‘“g(t—tl)dt>f(t1)dt1
_ f(fe‘s(tl”Z)g(tz)dtZ)f(tl)dtl

- j e~ Lg(s)f (t)dt, = (LF)(Lg)

elde edilir. O

Konvolusyon, s bolgesinden t bolgesine kolay bir gegisi saglar ve homogen olmayan
genel bir f(t) terimi igin agik cézimler verir.

Ornek 22.3. w? sabitve f € E olmak iizere,

y" +w?y =w?f(t), y(0)=y'(0)=0
baslangic deger problemini ¢oziiniz.

COzUM. Laplace déniisiimi alinirsa

2
(s2+w?dLy =w?Lf, Ly= LfW—
s2 4+ w2

bulunur.

L{sinwt} = oldugundan, Ly = (Lf)(Lw sin wt) bulunur. Konvolusyon teoremi

sZ+w?
ve teklikten,
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y() = f * (wsinwt) = Wff(tl) sinw(t —t;) dt;

elde edilir.

Keyfi bir f fonksiyonuna karsilik gelen duragan ¢6zlim igin bir formdle sahip
oldugumuzu belirtelim.

Es zaman egrisi. m kitleli bir pargacik denge durumundan baslayarak asagidaki sekildeki gibi
yer ¢ekiminin etkisiyle stirtiinmesiz bir egri lizerinde kayarak yol almaktadir.

Yy

Sekil 22.1 Es zaman egrisi.

Amag, inis zamaninin baslangi¢ noktasindan bagimsiz olacagi bir egrinin seklini
belirlemektir. Bu tip bir egriye eszaman edrisi denir. Bu terim Yunancada “es” anlamina gelen
“tauto” ve “zaman” anlamina gelen “chrone” kelimelerinin birlesiminden meydana gelmistir.
Bu problem, 1673 yilinda Hollandali matematikgi Christian Huygens tarafinda onun sarkacl
saatler teorisinin bir parcasi olarak ¢ozulmustir.

Pargacigin harekete basladigi yikseklik y, ve z yiksekligindeki hizi v olsun. z
yukseklikteki pargacigin %mvz kinetik enerjisindeki degisim potansiyel enerjisindeki degisime

esittir. Bu, g yer ¢cekimi ivmesi olmak uzere,

22.3 1
42 Lt = mg(y-2),  v= T /y=7

anlamina gelir. o = o(y), duragan halden en asagidaki noktaya uzanan yay uzunlugu olsun. inis

Zzamani

G(y) y y

f f%d— =f%c|)(z)dz

0 0

Sayfa 5 www.acikders.org.tr



18.034 lleri Diferansiyel Denklemler I%K Ders 22

dir. Burada ¢(2) = Z—;| olacak sekilde ¢p(y) = Z—; dir. inis zamani sabit oldugundan, ¢, sabit
y=z
olmak Uzere, problem, (22.3) yardimiyla,

y
f $()(y — 2)~V2dz = ¢,
0

problemine indirgenir. integral, ¢ ile y~1/2 nin konvolusyonudur. Laplace doniisiimii alinirsa

£{p vy = (L) (Ly ™) = £y =

olur. Birinci esitlik konvolusyon teoreminin sonucudur.
L{t™1/2} = yrs~'/2 oldugundanl, c ve c, sabitler olmak Uzere,

L{$} = co57V2, p(y) = cy™/?
elde ederiz. ¢p(y) = % kullanilirsa, egrinin denklemi

2

1 (2) =2 e
— ] =— veya dx =
dy y

denklemine indirgenir.

Alistirma. y = c¢? sin? @ egrisini parametrize ederek, egrinin
2 2

c c
X =7(20 +sin26), y =?(1—c0529)

seklinde verilen bir sikloid oldugunu gosteriniz.

Bir parcacik stirtiinmesiz bir egriden asagi kayiyorsa, buna ait bir soru inme siresini
minimum yapan yolun bulunmasi problemidir. Zamani minimum yapan egriye “es zaman egrisi”
denir. Coziiminin yine sikloid egrisi olmasi ilginctir (diz bir dogru degil).

1 Gamma fonksiyonu ile ilgili problem seti sorusuna bakiniz
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