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18.034 lleri Diferansiyel Denklemler I%K Ders 28

DERS 28. TEKRARLANAN OZDEGERLER VE USTEL MATRIS

Tekrarlanan 6zdegerler. Bir kez daha n X n boyutlu
(28.1) y' = A(t)y
sistemi ile bashyoruz.

A nin bir A, 6zdegerine, eger p, (1) nin kath bir koki ise tekrarlanmis deriz. Yani,
p4(1), (A — 2,)% ye bir carpan olarak sahiptir. A,, p4(A) nin iki kath bir kéki oldugunu
varsayalim. Prensipte A, 6zdegerine karsilik (28.1) denkleminin iki lineer bagimsiz ¢6zimi
karsilik gelir. Eger ¥, karsilik gelen bir 6zvektor ise, ¥ = ¥,e™t bir ¢dziimdur. Problem lineer
bagimsiz ikinci ¢dziimi bulmaktir. Once kolay durumu tartisalim.

Ornek 28.1 (Tam durum). Yine A, in p4(A) nin 2 kath bir kéki oldugunu varsayalim. Eger A, a
karsilik, drnegin v;, v, gibi lineer bagimsiz vektorler varsa A, 6zdegerine tamdir deriz. Bu
ozvektorleri kullanarak, (28.1) sisteminin iki lineer bagimsiz ¢6zimdnda, isimlendirirsek,

— _ 2 l*t — _ 2 A*t
V1 = V€7, Y = e

elde ederiz.

Alistirma. A, 2 X 2 matris olsun. Eger A, A nin tekrarlanan tam 6zdegeri ise A matrisinin

A= (g ?l) biciminde oldugunu gdsteriniz. Terside dogrudur.

Genel olarak, Eger A matrisininin bir A, 6zdegeri, tam olarak k kez tekrarlaniyor ise, yani
pa(d), (A — 1,)¥ carpanina sahip ise, ve A, a karsilik k tane lineer bagimsiz 6zvektor varsa, A,
a tamdir denir. Bu durumda, bu 6zvektorler, (28.1) sisteminin k tane lineer bagimsiz ¢6zimuni
Uretir. Lineer cebirin 6nemli bir teoremi, reel ve simetrik bir kare matrisin tim 6zdegerlerinin
reel ve tam oldugunu soyler.

Bununla birlikte, genel olarak, k (> 1) katli bir 6zdeger k dan daha az sayida 6zvektore
sahiptir ve 6zdeger teknigi ile genel ¢c6ziimii olusturamayiz.
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Ustel matris. y' = ay, y(0) = 1 probleminin y = e% ¢dziimiine sahip olmasi motivasyon
olusturur. Genel bir A n X n matrisiigin, Y = e4t, Y’ = AY,Y(0) = I probleminin ¢dziimii
olacak sekilde, e“t ifadesini tanimlamak ve de kolayca hesaplamak istiyoruz.

Bir a reel sayisiigin t € R olmak Uzere,

(at)™
e =1+at+ )

+ =

(at)? (at)"
2|

MS

n=0

oldugunu hatirlayalim. Bir A n X n matrisi igin de et Gistel matrisini tanimlamanin dogal bir
yolu

=1+ At + +-

(28.2) (tA)? (tA)” c (tA)"
et = 2 T nZ

seri acihmini kullanmaktir.

Yukaridaki ifadenin anlamli olmasi icin 6nce matris normunu tanitalim.

Tanim 28.2. Bir A n X n matrisi icin matris normu

|AYy|
|A]] = sup ——-
F#0 17

seklinde tanimlanir. Burada |y| = (372 = (2 + y2 + -+ y2)/2 ve
|Ay| = ((43)" (47))"/? dir.

Alistirma. Herhangi A ve B matrisleri ve t € R igin

A+ Bl <Al +1IBIl,  [ABI < llAllIBI,  [ItAll < [¢[llAll

oldugunu gosteriniz.

Bir matris degerli A(t) = (aij(t))?j:1 fonksiyonu igin, A(t) = A(ty) limiti

(i) her1 <1i,j <ndurumundat - t,icin a;;(t) - a;;(t,) ve
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(i) t - to igin [JA(t) — A(to)] = 0

olmasina denktir.

Matris normu altinda (28.2) sonsuz serisi, her t ve her A igin yakinsaktir ve distel matrisi
tanimlar.

Simdi de (28.2) den terim terime tiirev alarak e’ nin tiirevini

ie“‘t = i(l + tA +it2A2 + - +lt"A" + )
dt dt 2! n!
=A+tA+-+ ;t"‘lA”‘l + -

(n—1)!
= Aet

olarak hesaplariz. Ustelik, tanim geregi e4° = I oldugundan, e4¢ tstel matrisi
Y' = A(t)Y, Y(0)=1

probleminin bir ¢ézimudir.
Teorem 28.3. Y(t), A nin bir temel matrisi olsun. Bu durumda, Y (t) = e“tY(0) dir.
A matrisinin bazi durumlariicin (28.2) deki sonsuz seri tam olarak toplanabilir.

Alistirma. exp(diag (44,45, ...,4,,) = diag (ell, ez, ... eMn ) oldugunu gosteriniz.

Alistirma. A = (8 (1)) ise eAt = (8 (t)) oldugunu gosteriniz.

Alistirma. AB = BA ise,

(28.3) e(A+B)t — eAteBt

Ustel kuralini ispat ediniz.
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Ornek 28.4. A = (2 1) alahm. B = (2 0) veC = (0 1) olmak tzere A = B + (C yazariz.

0 2 0 2 0 0
BC = CB oldugundan ve 6nceki alistirmalarin sonucundan

= @) D=6 1)

olur.

Temel matrisin bulunmasi. Genel olarak, e“? yi kapali formda ifade etmek miimkiin
gdrinmemektedir. Bununla birlikte, e4¢ yi hesap edebilecegimiz n tane lineer bagimsiz vektdr
bulabiliriz.

Buradaki mantik
eALD — (A=At AIL D — o (A-ADE g AL
yazmaktir. Eger bir m > 0 tam sayisiicin (A — AI)™v = 0 ise, her [ > 0 tam sayisi igin
(A — AD)™*% = 0 dir. Buradan

m—1

t
eU=DtG = 54 t(A—ADD + - + o A AD™Y

bir sonlu toplamdir, ve e4? nin kendisi hesaplanmazsa bile

m-—1
elg=eM B+ t(A—ADD+ -+ —c (A— D)™ B
(m—1)!
tam olarak hesap edilebilir.
1 1 0
Ornek28.5.4=(0 1 0 |olmakiizerey' = Ay sistemini ¢dziiniiz.
0 0 2

¢OzUM. Karakteristik polinom p4(1) = (1 — 1)%(2 — 1), iki kathi A = 1 kdkiine ve 1 = 2 basit
kokiine sahiptir.

Eger A = 1ise,
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1
U = <0> ¢O6zimdine sahiptir. Hatta bu, A = 1 icin lineer bagimsiz tek 6zvektordir. (Gergekten,

0
lineer cebirde iyi bilinen bir sonug, yukaridaki lineer denklem sisteminin ¢6zim uzayinin 1
1
boyutlu oldugunu sdyler). y' = Ay sisteminin bir ¢cézimi y,(t) = et (0) elde edilir.
0

A = 1ile baglantili ikinci ¢6zimi bulmak igin,

0 0 O
(A—AI)29=<0 0 O>17=0

0 0 1

0

buluruz. Bu sistem v, ile lineer bagimsiz olan ¥, = <1) ¢O6zimdine sahiptir. Diger taraftan,
0

(A — ADv, # 0 dir. Béylece,

t
eAt‘l})Z = et(‘l})z + t(A - 1)7_7)2) = et <1>
0

olurve bu A = 1icin y' = Ay sisteminin bir diger ¢ézimuni verir.

Son olarak, A = 2 ise

-1 -1 0
A4-2D8=[0 -1 o|#=0

0 0 0
0 0
sistemi U3 = | 0 | ¢6ziimiine sahiptir. Buradan y;(t) = et | 0 | bulunur.
1 1

y' = Ay sisteminin genel ¢6zimii
y(t) = (c; + cpt)et Dy + cet Uy + c3e?t Uy

seklinde yazilir. Bu ¢6ziim, kath koklerin oldugu skaler diferansiyel denklemlerin ¢éziimleriyle
benzerlik gosterir.

Dersimizi lineer cebirin asagidaki 6nemli teoremi ile tamamlayalim.

Teorem 28.6 (Cayley-Hamilton teoremi). p, A nin karakteristik polinomu olmak lizere, A kare
matrisi p(A) = 0 esitligini saglar.
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Ispat.

adj(A—A) - (A=A =pDI
formilini hatirlayalim. Bu ifadenin her iki yani A ya gore birer polinomdur. Bunlara matris
polinomlar olarak bakabiliriz. A yerine A matrisi yazilarak iddia ispat edilmis olur. |
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