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LC. LIMIT CEMBERLER
1. Giris.

xy-duzleminde lineer olmayan sistemlerin analizinde simdiye kadar kritik noktalarin
bulunmasi ve her bir kritik noktanin komsulugunda sistemin yériingelerinin nasil
davrandigini inceleme (izerine agirlik verdik. Bu incelemeler diger yoriingelerin kritik
noktalar civarinda, en azindan onlara yeterince yakin olanlarin, nasil davrandigina ait bir
sezgi vermektedir.

Yoringelerin davranisini etkileyen bir diger 6nemli olasilik yoriingelerden birinin
kapali bir C egrisi Gzerinde olup olmamasidir. Eger bu olursa, karsi gelen ¢6ziim geometrik
olarak C egrisi Gzerinde belli bir T periyoduyla donen bir nokta olarak algilanabilir. Soyle ki,

x(t) = (x(t),y(t))

¢0zim vektori T periyodik fonksiyonlarin bir gifti olacaktir. Yani, her t igin

x(t+T)=x(t), y(t+T)=y(t)
dir.

Eger boyle bir kapali egri varsa, yakin yoriingeler C gibi davranmak zorundadir.
Olasiliklar asagida gosterilmektedir. Yakin yoriingeler ya C ye dogru veya C den uzaga dogru
sarmal olurlar, ya da kendileri kapali egrilerdir. Eger son durum olusmazsa, diger bir deyisle
C izole olmus kapali bir egri ise, C bir limit gember olarak adlandirilir. Yakin egrilerin C ye
dogru, C den uzaga dogru veya hem C ye dogru hem de C den uzaga dogru sarmal olusuna
gore, C egrisine kararl, kararsiz, veya yari kararli bir limit cember denir.

Kararli limit cember Kararsiz limit gember  Yari kararl limit gember Notral kararh limit gember

En 6nemli limit cember ¢esidi yakin egrilerin C ye dogru iki ydnden sarmal olarak
yaklastigi kararli limit cemberdir. Dogadaki periyodik slirecler cogu zaman kararli limit
cemberlerle temsil edilirler. Bu nedenle, eger mevcutsalar, boyle yoriingeleri bulmaya
blyuk bir ilgi vardir. Maalesef, bunun nasil yapilacagi veya bir sistemin limit cemberi
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olmadiginin nasil gosterilecegi konusunda sasirtici bir bicimde ¢ok az sey bilinmektedir. Bu
konuda glinimiizde etkin arastirmalar vardir. Biz burada bilinen birkag seyi ifade edecegiz.

2. Limit gemberlerin varligini gésterme.

x'=f(xy)
(1) y' =gxy)

sisteminin limit cemberi oldugunu gostermek icin tarihsel olarak kullanilan temel arag
Poincare-Bendixson teoremidir.

Poincare-Bendixson Teoremi. R, D, ve D, basit kapali egrileri arasindaki sonlu diizlemsel

bélge ve 13, (1) sisteminin vektér alani olsun. Eger
(i) Dy ve D, lizerindeki her noktada F vektér alani R bélgesinin igine dogru yonlii ise, ve
(i) R hig kritik nokta icermiyorsa,

bu durumda (1) sistemi R bélgesinde kapali bir yériingeye sahiptir.

Teoremin hipotezleri Sekil 1 de gosterilmektedir. Matematik analiz konusunda temel
bilgi gerektiren teoremin ispatini vermeyecegiz. Neyse ki, teorem sezgiye kuvvetle hitap
eder. Eger sinirlayan egrilerin birinin Gzerinde baslarsak, hiz vektori R nin icine dogru yonli
oldugundan, ¢6zim R nin igine girecektir. Zaman gectikce, ¢6ziim asla R nin disina ¢ikamaz.
R nin disina ¢ikmak icin sinir egrisine yaklastikga, hiz vektori iceri dogru yonli oldugundan,
orbiti R de kalmaya zorlar. Co6ziim asla R den cikmayacagi icin, yapabilecegi tek sey t — oo
icin bir kritik noktaya yaklasmak ya da bir kapali orbite sarmal olmaktir. Fakat, hipotez
geregi R de hig kritik nokta yoktur, boylece R de kapali bir orbit vardir. (Bu orbit kararsiz bir
limit cember olamaz, yukarida gosterilen diger tic durumdan biri olmalidir.)
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Sekil 1.
Sekil 2.

Poincare-Bendixson teoremini kullanmak igin, egri bounca hiz vektorleri ayni kenara
yonli olacak sekilde kapali D egriler icin vektor alani aramalidir. Asagidaki 6rnek onlarin
bulunabilecegi bir durumdur.

Ornek 1.

(2) x'=—y+x(1-x*-y?)
Y =x+y(d-x*-y?

Sekil 2 ilgili vekor alaninin iki gember lzerinde nasil goriindigini géstermektedir. Merkezi
orijinde yarigapi 2 olan gember lzerinde vektor alani iceri dogru, yarigapi 1/2 olan gember
Uzerinde ise disari dogru yonlldir. Bunu ispat etmek i¢in vektor alanini yarigapi r olan
cember lizerinde

(3) X =(Cyi+x)+QA-r)HT+y))
olarak yazariz.

(3) denkleminin sag tarafindaki ilk vektor cembere tegettir; ikinci vektor radyal olarak
buyik cemberin (r = 2) igine ve kiiciik gemberin (r = 1/2) disina dogru yonludir.
Boylece, (2) deki iki vektorin toplami bliyiik cember boyunca iceri ve kiiciik cember boyunca
disari dogru yonlidur.

Poincare-Bendixson teoreminin iki cember arasindaki ylizik seklinde bolgelere de
uygulanabilecegine belirtmek istiyoruz. Bununla birlikte, R bolgesinin sistemin hicbir kritik
noktasini icermedigini saglatmaliyiz. (0,0) noktasinin sistemin tek noktasi oldugunu
gostermeyi 6dev olarak birakiyoruz; bu yuzik seklindeki bélgenin kritik nokta icermedigini
gosterir.
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Yukaridaki tartisma Poincare-Bendixson teoreminin R ye uygulanabilecegini gosterir
ve R nin kapali bir orbite sahip oldugu sonucuna variriz. Gergekten, x = cost,y = sint nin
sistemi ¢6zduglini gostermek kolaydir. Boylece, kapali egrinin geometrik yeri birim
cemberdir. Limit cemberin kararl oldugunun gosterilmesini ve sistemin tek kapali orbiti
oldugunu gostermeyi bir diger 6dev olarak birakiyoruz.

3. Limit gemberin olmamasi durumu.

Simdi dikkatimizi limit gemberin varligini gosterme probleminin tersine ¢evirelim.
Limit gemberin mevcut olmadigini géstermek icin bazen kullanilan iki teorem sunlardir.

Bendixson Kriteri. Eger f, ve g,, basit baglantili (deliksiz) bir R bélgesinde siirekli ve R nin

her noktasinda
frtg9y#0
ise
(4) x"=f(xy)
y'=g9xy)

sistemi R de kapali bir orbite sahip degildir.

Ispat. R bdlgesinde kapali bir C orbitinin varligini kabul edelim. Green teoremini (normal
formunu) kullanarak celiski elde edelim. Bu teorem, D bélgesi C basit kapali egrisinin i¢
kismi olmak lzere,

©) jﬁc(fﬂgf)-ﬁds =£fdy—9dx:ﬁ€)<%+g_§>dxdy

verir.
Bu sonug, bununla birlikte, bir geligkidir. Clinkd, hipotez geregi, f + gy

fonksiyonu siirekli ve asla sifir degerini almaz; boylece, ya pozitif ya da negatiftir ve (5) in sag
tarafi bu nedenle ya pozitif ya da negatiftir.

Diger taraftan, sol taraf sifir olmak zorundadir. C kapali egrisi sistemle tanimlanan
fT+ gj hiz vektor alanina tegettir Bu, C nin normal vektérii 7t ile hiz vektéra f7+ gj nin
ortagonal olmasi demektir; yani soldaki (f7+ gJ) - 1 fonksiyonu 6zdes olarak sifirdir.
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Bu ¢eliski, R nin (4) sisteminin bir kapali orbitini icerdigi kabulimuzin yanlis oldugu
anlamina gelmektedir, ve boylece Bendixson kriteri ispat edilmis olur. |

Kritik Nokta Kriteri. Kapali bir orbit i¢c bélgesinde bir kritik noktaya sahiptir.

Bu climleyi tersine gevirirsek, ifadenin gercekten kapali bir orbitin yoklugu kriteri
oldugunu goririz. Bu kriter, R basit baglantili bolgesi bir kritik noktaya sahip degilse, bu
durumda limit cember iceremez demektedir. Clink, eger icerseydi, Kritik Nokta Kriteri
limit cemberin icersinde bir kritik nokta oldugunu soylerdi, ve bu nokta R de delik
olmadigindan R ye de ait oludu.

Bu teorem “limit gemberler, igerisinde kritik nokta olan bolgeleri gevrelerler” ile
Poincare-Bendixson teoremi “limit cemberler, icerisinde kritik nokta olamayan bdlgelerde
bulunurlar” arasindaki farki dikkatli bir sekilde not edelim. Fark, Poincare-Bendixson
teoremindeki bélgelerin her zaman delikli oldugudur; kritik noktalar deliktedir. Ornek 1 bunu
gostermektedir.

Ornek 2. a ve b nin hangi degerleri icin,

x' =ax + by

y' =cx+dy

sistemi kapali orbitlere sahiptir.

¢OzUM. Bendixson kriteriile, a +d # 0 = kapali orbit yoktur

a + d = 0 ise ne olur? Bendixson kriteri higbir sey séylemez. LS notlarindaki lineer
sistem analizimize donelim. Sistemin karakteristik denklemi

A —(a+d)A+ (ad —bc) =0

dir.a + d = 0 olsun. Bu durumda, ad — bc < 0 ise kokler ters isaretlidir ve orijin bir eyer
noktasidir; ad — bc > 0 ise kokler karmasik sayilardir ve orijin bir merkez noktasidir, sistem
bir kapali egriye sahiptir. Boylece

sistem (2) kapali orbitlere sahiptir & a+d =0, ad — bc > 0.

4. Van der Pol denklemi.
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ikinci mertebeden lineer olamayan énemli bir denklem

(6) x"+ulx)x"+vx)=0 (Lineard denklemi)

bicimindedir. Bu denklem, séniim kuvveti u(x) in pozisyona bagh oldugu (6rnegin, kitle
yogunlugu degisken bir viskoz ortam igerisinde hareket ediyor olabilir) ve yay sabiti v(x) in
yayin ne kadar gerildigine bagh oldugu (bu ¢ogu yaylar icin belli 6lctide dogrudur), kitle-yay
sistemi igin bir model olarak distinilebilir.

(6) denklemi

(7) x'=y

y' = -v(x) —ux)y

sistemine denktir. Belli kosullar altinda, (7) sistemi sadece bir kararli limit cembere sahiptir.
Yani, (6) denklemi sadece bir periyodik ¢6zlime sahiptir ve tiim yakin orbitler t — oo i¢cin
periyodik ¢6ziime yaklasirlar. Lineard tarafindan verilen ve asagidaki teoremde
genellestirilen kosullar bu sonucu garantilemektedir.

Levinson-Smith Teoremi. Asagidaki kosullarin saglandigini kabul edelim.
(@) u(x) ¢ift ve siireklidir,
(b) v(x) tekdir, x > 0 igin v(x) > 0, ve v(x) siireklidir,
(c) V(x) = fox v(t)dt olmak iizere, x — oo igcin V(x) — oo,

(d) Ulx) = foxu(t)dt olmak tizere, bir k > 0 sayisi igin:

U(x) <0, 0<x<k
U(x) >0 wveartan, x>k
U(x) - oo, X —

Bu durumda,
(i) (7) sisteminin orijinde sadece bir kritik noktasi vardir;

(ii) (7) sisteminin sadece bir C kapali orbiti (sifir harig) vardir ve bu orbit orijin civarinda
karali bir limit cemberdir.

(iii) tim diger orbitler (sifir hari¢) t — oo icin C ye sarmal sekilde yaklasir.
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ispat oldukca zor oldugundan vermiyoruz. Klasik bir uygulama olarak bir bos tiipteki
akimi tanimlayan

(8) x"—a(l—x*)x"+x=0 (van der Pol denklemi)

denklemidir. (a sabiti tlip sabitine bagl olan bir pozitif parametredir.) Denklem sifirdan
farkli sadece bir periyodik ¢6ziime sahiptir. Sezgisel olarak, denklemi lineer olmayan bir
kutle yay sistemi olarak disuiniin. |x| bliylk oldugu zaman, restore eden ve sondiren
kuvvetler biliylik olur, dolayisiyla |x| in zamana gore azalmasi gerekir. Fakat |x| kiiglldugi
zaman, séniim negatif olur ve |x| in zamana gore artmasina neden olur. Boylece, ¢cozimin
salinim yapmasi ve denklemin tam olarak bir periyodik ¢6ziime sahip olmasi makul bir
gergektir.

Periyodiklik gosteren olaylari modelleyen sistemlerde ortaya ciktigi icin, limit
cemberlere cok fazla ilgi vardir.

Ornegin, f(x,y) ve g(x,y) ikinci dereceden polinomlar oldugu zaman, (1)
sisteminin kag tane limit gembere sahip oldugu bilinmemektedir.  20. ylzyil ortalarinda,
taninmis iki Rus matematikci maksimum sayinin t¢ olduguna dair yiiz sayfalik bir ispat
yayinladi, fakat zor ispatlarinda bir bosluk bulundu ve sonucu siipheli durumda birakti; yirmi
yil sonra Cinli matematik¢i Mingsu Wang dort limit gembere sahip bir sistem insa etti.
Kullandigi iki polinom hem kiiglik hem de bliyik katsayilar igermektedir; bu niimerik hesabi
zorlastirdigindan orbitlerin bir bilgisayar grafigi yoktur.

Bazi matematikgiler limit gemberlerin maksimum sayisinin dért, bazilari alti oldugu
yoniinde, digerleri ise bir maksimum sayinin olmadigi yonde, kestirimlerde
bulunmaktadirlar. Sag tarafin ikinci dereceden daha yiiksek polinomlar oldugu otonom
sistemler icin daha bile azi bilinmektedir. Bununla birlikte, f(x,y) ve g(x,y) nin polinomlar
oldugu her hangi bir 6zel sistemde limit cemberlerin sayisinin sonlu oldugunu séyleyen genel
olarak kabul edilmis bir ispat vardir.

Alistirma. Bolim 5D
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