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18.034 lleri Diferansiyel Denklemler I%K Ders 8

DERS 8. TEKLIK VE WRONSKIYEN

Diferansiyel esitsizlik ve teklik. Degisken katsayili ikinci mertebeden lineer denklemler igin
teklik teoremini ispatlayacagiz.

Teorem 8.1 (Teklik Teoremi). p(t) ve q(t) fonksiyonlari ty'1 iceren bir I agik araliginda sirekli
ise,

8.1 y'+p@®y' +q@y = f(t)

denkleminin I araliginda y(t,) = y, ve y'(ty) = y1 baslangi¢ kosullarini saglayan en fazla bir
¢ozimdii vardir.

Ispat. y, ve y, herhangi iki ¢6ziimii olsun. v = y; — y, olsun. Bu durumda,
(8.2) v'+p®)v' +q)v=0,t €l ve v(ty) =v'(ty) =0
olur. Her t € I icin v(t) = 0 oldugunu gosterelim.

E(t) = v2(t) + v'?(t) fonksiyonunu géz dniine alalim. E(t) = 0 ve E(t,) = 0 oldugu
kolaylikla gérulebilir. Tirev alarak,

E'(t) = 2v()v'(t) + 2v' (O)v" (b)
= 2v' () (v(®) + v" (1))
= 20" () (v(t) — p(OV'(t) — q(D)v(t))
= —2p(O @' (®)* +2(1 - q(®O)) vV’ (£)

bulunur. Uglincii esitlikte (8.2) kullaniimistir. Cauchy-Schwatz esitsizligi kullanilirsa,
(1-q@)v@v' @) < (1 + gD () +v'*(®))
ve buradan
E'(t) < 1+ lq@Dv2(®) + (A + lq(®)] + 2lp®))v"* (1) < KE(2)
elde edilir. Yukarida K = 1 + sup:¢;(Iq(®)| + 2|p(t)|) bir sabittir.

Her t € I icin E(t) =0 oldugunu iddia ediyoruz. Tersini kabul edelim, yani bir t;
noktasinda E(t;) > 0 dir. t; > t, olsun. Diger durum benzer sekilde yapilr.

%(e"‘tE(t)) = e M(E'(t) —kE(1)) < 0
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elde ederiz. Buna gore e "*'E(t), t nin azalan fonksiyonudur. Ozel olarak,
—kt —kt _
e "ME(t)) < e *E(t,) =0
olur. Bununla birlikte, E(t;) < 0 geliskiye sebep olur ve ispati tamamlar. O

Yukaridaki yontem lineer ve lineer olmayan denklemlerin daha genis sinifi igin gegerlidir.
Yontem, p(t) ve q(t) sinirh ve y bir karmasik ¢6zim oldugu zaman da uygulanir.

Wronskiyen. Tirevlenebilir iki u ve v fonksiyonunun Wronskiyenii,

(8'3) W(u, v, t) = |Z/ ;]/| = u‘l)' - vu,

olarak tanimlanir. Fonksiyonlara ya da t ye bagimhhgini vurgulamak igin W (t) ya da W (u, v)
yaziyoruz.

p ve q slrekli fonksiyonlar olmak lizere,
(8.4) y'+p@y +q)y =0

lineer denkleminin incelenmesinde, Wronskiyen asagidaki sonu¢ yardimiyla kolaylikla
hesaplanabilir.

Teorem 8.2 (Abel 6zdesligi2). u ve v, (8.4)'liin ¢éziimleri olsun. W (u, v; t) Wronskiyeni birinci
mertebeden

(8.5) WrpOW =0, tel
lineer denklemini saglar. Bundan dolayi
t
Wu,v;t) = W(u,v; to)e_ftop(s)ds

olur.

1 Polanyali matematikg¢i Jozef Hoene-Wronski'den sonra adlandiriimistir. 1811 yilinda W igin
determinant formunu vermistir.

2 1826 yilinda Norve¢ matematikci Hendik Abel tarafindan kesfedildi.
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Ispat. Turev alinirsa W'(u,v) = uv” —u''v elde edilir. (8.4) ten u’’ ve v'' yerine konur ve
gerekli sadelestirmeler yapilirsa istenilen elde edilir.

Sonug 8.3. (8.4) iin iki ¢6ziimiiniin Wronskiyeni ya ézdes olarak pozitif ya ézdes olarak negatif ya
da ézdes olarak sifirdir.

Wronskiyen ve lineer bagimlilik. Eger
Ciuy + Cuy + -+ cpu, =0VEE]

bagintisi ¢; = ¢; = +-- = ¢,, = 0 olmasini gerektiriyor ise, uq,uy, ..., u, fonksiyonlar kiimesine I
da lineer bagimsizdir denir. Aksi halde, fonksiyonlar lineer bagimli olarak adlandirilir. Eger u ve
v lineer bagimli fonksiyonlar ise, u ve v dogu orantilidir.

Wronskiyen, lineer bagimlilik icin basit bir kriter verir.
Lemma 8.4. u ve v, bir I aralidinda tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun.
(i) uvew lineer bagimli ise, her t € I icin W (u,v,;t) = 0 dur.
(ii) I arahginda W (u,v,;t) = 0vev # 0ise, uvev I dalineer bagimlidir.

Bir arahktaki W (u,v) = 0 kosulu, genel olarak u ve v nin lineer bagimhhgini garanti
etmez. Ornegin, W (t3,|t|3) = 0 dir fakat t3ve |t|® fonksiyonlari 0'l iceren herhangi bir acik
aralikta lineer bagimsizdir.

Eger u ve v ikinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklemin ¢6ztimleri ise, Lemma 8.4
deki (ii) den daha kuvvetli bir sonug gecerlidir.

Teorem 8.5. p ve q bir I araliginda siirekli fonksiyonlar olmak lizere, u ve v (8.4) iin ¢bziimleri
olsun. Eger bir ty, € I noktasinda W (u,v;t,) = 0 ise, u ve v lineer bagimlidir ve béylece her
t € Licin W(u,v;t) = 0dir. Eger uvev lineer bagimsiz ise bu durumda I nin hicbir noktasinda
W (u,v;t) = 0 degildir.

ispat. Eger W (u,v; to) = 0'ise, (u(to), u'(ty)), (v(to),v'(ty)) vektérleri lineer bagimlidir. Bu
nedenle

ciu(ty) + cov(ty) =0
cu'(ty) + c,v'(ty) =0

Sayfa 4 www.acikders.org.tr



18.034 lleri Diferansiyel Denklemler I%K Ders 8

saglanmak Uzere c; ve ¢, ayni anda sifir olmayacak sekilde segilebilir.

y(t) = cqu(t) + c,v(t) fonksiyonunu géz onlne alalim. y, u ve v nin bir lineer
kombinasyonu oldugundan (8.4) denkleminin ¢éziimudiir. Ustelik y(t,) = y'(t,) = 0 baslangi¢
kosullarini da saglar. Teklik teoreminde her t € I igin y(t) = 0 dir. Bu ise u ve v nin I da lineer
bagimli olmasi anlamina gelir ve birinci iddiay ispatlar. ikinci iddia bu durumda birincinin agik
sonucudur. O

(8.4) denkleminin aykiri nokralara sahip olmamasi gergegi yukaridaki teoremde son
derece 6nemlidir. Ornegin, t2 ve t3 fonksiyonlari

t2y" —4ty' + 6y =0
denkleminin lineer bagimsiz ¢dziimleridir. Fakat t = 0 noktasinda W (t2,t3) = t* sifira esittir.

Wronskiyen kavrami, ikinci mertebeden bir lineer denklemin bir 6zel ¢6zimi ve
¢Ozlimlerin bir bazinin bulunmasinda dikkate deger bir uygulamaya sahiptir.

Teorem 8.6. u, (8.4) denkleminin sifirdan farkl bir ¢6ziimd olsun.

(i) (8.4) denkleminin, u ile lineer bagimsiz ikinci v ¢éziimii, P(t) = [ p(t)dt olmak iizere,

—P(t)

(8.6) v(t) = cu(t) j ert, c#0

ile verilir.

(ii) Homogen olmayan

y'+p@y" + 9@y = f(®)
denkleminin bir 6zel ¢6ziimii y = uz ile verilir. Burada
(efu?z") = e’f, P(t) = [ p(t)dt

dir.

Ispat. (i)
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vy w'—u'v W)

(a) - uz - uZ

dir. integral alinir ve Abel 6zdesligi kullanilirsa istenilen elde edilir.
(ii) Denklemde y = uz koyulursa,

uz" + (zu’' +pw)z' = f

elde ederiz. Bu denklem z’ ye gore birinci mertebeden bir lineer denklemdir. ue® nin denklemin
bir integral ¢carpani oldugunu hesaplamak basittir. Denklem bu integral ¢arpaniile garpilirsa

z"'u?e? + e? Quu' + pu?)z' = ueff

denklemi elde edilir. Bu ise iddiayi ispatlar. O

Ornek 8.7. y = t™ biciminde ¢6ziim
(8.7) t?2y" —13ty" +49y =0, t>0

denkleminin u = t? ¢6éziimiine sahip oldugunu gésterir. u ile lineer bagimsiz ikinci ¢dzimi
bulmak igin

13
p(t) = 5 P(t) = —13logt ve e P® =13
buluruz. Yukaridaki teorem
v=t’ j t13t71dt = t7 logt

verir. Bu nedenle, ¢4, c, keyfisabitler olmak tzere,
t”(cy + cylogt)
genel ¢coziimddr.
Simdi de homogen olmayan
t2y" —13ty’ + 49y = t2f(v), t>0

diferansiyel denklemini gdz dniine alalim. u = t” alin. Yukaridaki teoremden
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olmak lizere, w = uz 6zel ¢cozimddir.
Ornegin, f(t) = t™ ise

( tm+2
(m—5)2’

Etz(logt)z, m=0

m+0
w(t) =

dir.
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