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1. Girig

') = f(xy®),  ¥0) =y, (1)

baslangic deger problemini ele alalim. y(t) degerinin yaklasik degerini bulmaya yonelik Runge-
Kutta yontemine benzer pek ¢ok sayisal algoritma, [0, t] arali§inda segilen bir noktalar kiimesi
icin hesaplama yapar. Secilen noktalar genellikle h adim boyuna sahip bir aritmetik seri
olusturur. h adim boyu kiiclldikece, algoritmalar daha hassas sonuglar verirler. Ancak, pratikte
y(t)'nin yaklasik degerini verilen bir hassasiyete gore bulmak gerektiginden h igin uygun bir
deger secme problemiyle karsilasiriz. Algoritmanin bir iterasyonu izin verilen hatadan daha
blylk hata veriyorsa, h'yi ikiye bolmek seklindeki bir naif yaklasim cogunlukla tatmin edici
sonuclar verir. Bu yaklasimda bir dnceki iterasyondan elde edilen tiim sonuglar goz ardi edilir.
Bu bilgiyi izin verilen blyuklikte bir hata liretecek h deregini tahmin etmekte kullanmak da
mumkiinddr. h icin uyarlamali bir iterasyon kullanarak algoritmayi hesaplama acisindan daha
verimli hale getirebiliriz. Runge-Kutta ve diger algoritmalar icin de benzer yontemler bulunsa da,
kolay olmasi agisindan, uyarlamali adim boyu yontemini Euler integrasyonuna nasil
uygulanacagini gosterecegiz. Euler integrasyonundan kaynaklanan hatayr tahmin ederek h icin
bir uyarlamali yineleme (recurrence) bagintisi elde edip, uyarlamal ve naif yontemlerin
hesaplama verimliligini karsilastiracagiz.

2. Standart Euler integasyonu

(1) ile ayni sekle sahip bir baslangi¢ deger problemini ele alalim. y degerinin x = t noktasindaki
yaklasik degerini bulmak istedigimizi varsayalim. Bu amagla [0, t] araligini her birinin uzunlugu
h = t/nolann araliga bolelim. Ortalama deger teoreminden her x igin

y(x+h) =yx) +h f(x,y(x)) + c h? (2)

esitligini elde ederiz. Burada ¢ € (x, x + h) belli bir sayi olmak Uzere,
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f'(&y®) (3)
c= —
dir. Bu gozlem, adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde sikca kullanilan basit bir sayisal

yontem olan Euler integrasyonunu (metodunu) ortaya gikarir. k = 1,2, ...,nigin t;, = kh olsun.
Bu durumda, yinelemeli dizi

Yi+1 =Yk T hf (te, yi), k=0 (4)
olarak tanimlanir.

(2) den dolayi (4)'in her adiminda ortaya gikan hata, ¢ degeri y"'(§) ile orantili olmak
lizere, ch? dir. Pratikte, cogu zaman y(t) ¢éziimiiniin yaklasik degerini, verilen bir hassasiyette
bulmaya ihtiyacimiz vardir. Eger bir sabit h adim boyu ile standart Euler integrasyonunu
kullanirsak, ¢ katsayisi hakkinda herhangi bir sonuca ulasamayiz. Bu nedenle, y, istenen
hassasiyetle y(t) ye yaklasana kadar, n nin blyik degerleri icin iterasyon yapmaya ihtiyacimiz
vardir. Bagka bir deyisle, bir h; dizisi olugturarak, i = 1,2, ... igin yo(i) = Yy, ve

it =90+ hf (6o ys?), k20 (5)

bagintilarini kullanarak |y,g:)— y,g)| degeri yeterince kiglik oluncaya kadar y,si) degerini

hesaplamaya ihtiyacimiz vardir. Eger algoritmanin uygulamasinda reel sayilarin sabit hassasiyetli
gosterimleri kullanilirsa, ki pratikte genelde yapilan budur, (5)'in her adiminin karmasikhgi
sabittir. Bu nedenle yni) degerini n-adim integrasyonla hesaplamanin karmasikligi n ile dogrusal
olarak artar. n,,;, istenen hassasiyete ulagsmak igin gerekli en kigik adim sayisi olsun. Bu
durumda hedefimiz (5)'in toplam iterasyon sayisini azaltmak ve n,,;,, den ¢ok blylk olan n
sayilarindan kaginmak olur. Bir dogal yol, her iterasyonda n adim sayisini iki katina ¢ikarmaktir.
Baska bir deyisle h;.; = h;/2 seklinde bir basit yineleme ile verilir. Bu sekilde log, nyin
iterasyon gerekir ve kullandigimiz n’lerin toplami 2n’i gegmez.

3. Uyarlamali Adim Boyu Yontemi

Euler intregrasyon algoritmasinin her iterasyonunun, n degerinin her adimda iki katina
cikarildigi basit yaklasimda kullanilandan daha fazla veri sagladigi kolaylikla gérilebilir. Ustelik,
istenen hassasiyet dizeyi bir sonraki iterasyon icin adim boyu hesaplanirken kullanilmaz. Bu
probleme getirilebilecek ve algoritmayi optimize edecek ¢oziimlerden biri her adimin meydana
getirecegi hataya bakmaktir. (5) iterasyonunun her adiminin ch? seklinde bir hataya neden
oldugunu ve c’nin degisim hizinin "' (&) ile orantili oldugunu bulmustuk. Her adim igin hatayi
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@ _ @
€ = y(t) — YV (6)

seklinde tanimlayalim. O zaman |e,((i)| < € esitsizliginin saglandigr durumlari ariyoruz. Eger

(2)'deki ¢ katsayisinin sabit oldugunu kabul edersek, y(t)’nin yaklasik degerini daha etkili

verecek bir h; dizisi olusturabiliriz. Eger c¢ sabit olursa, y,Ei) degerini hesaplarken olusan birikmis

hata, a bir sabit olmak tzere,

i t

,(lli) = n;ch? = h—chi2 = tch; = ah; (7)
i

olur. hy ve h, adim boyuna sahip iki farkli iterasyonu ele alalim. Her iterasyondaki hatanin

€

tanimini hatirlayacak olursak,

¥y -y =€) = ah, (8)
y(©) =y = €2 = ah, (9)

denklemlerini elde ederiz. Birinciden ikinciyi ¢ikararak,

2 =y = a(hy — hy) (10)
o WD~y (11)
T Th—hy

buluruz.

Sonraki iterasyonda istenen aralikta bir hata elde etmek igin h3’Gn hangi sarti saglamasi
gerektigini bulalim.

@ @
hs|yns’ = v, | (12)
€ > |e)| = lah| = ===
h (hy — hy)e (13)
377 @
| ¥, = ¥n, |

Boylelikle, h; dizisi tarafindan belirlenen ve bir g < 1 katsayisi igin
- (hi — hiyq)€ (14)
i+2 =4 (i+1) )
Vs = Vni |
seklinde tanimlanan basit uyarlamali adim boyu algoritmasi elde etmis oluruz.

4. Karsilastirma
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Asagidaki baslangic deger problemini kullanarak naif iterasyon ciftleme kullanilan Euler
integralleme algoritmasi ile yukarida gosterilen uyarlamali adim boyu algoritmasinin
verimliligini karsilagtiralim:

Euler integrasyonun verimliligini, naif katlama iterasyonu ve uyarlamali adim boyu metodunu
kullanarak,

y(x) =1-x+4yx), y(0) =1 (15)
baslangi¢ deger problemine uygulayarak karsilagtiralim

Ama¢ 10~ %ten kiiciik bir hatayla y(1) degerini yaklasik olarak bulmaktir. Asagida Euler
integrasyonunun basit bir uygulamasini 8-ondalikli kayan noktali sayilar kullanan Common Lisp
programini kullanarak yapacagiz.

(defun euler (f tn n y0)
"Approximate vy (tn ). with.n—step,Euler smethod”
(declare (type double—float x v0)
(type integer n))
(let ((h (/ tn n)) (v v0))
(progn
(loop for i from 0 to (— n 1)
do (incf y (* h (funcall f (x 1 h) y))))
v)))

(15) baslangic deger probleminin tam ¢6ziimi kolaylikla

3 x 19 (16)
_ - T L4x
O e TR RETE
seklinde bulunabilir. Bu durumda y(1) ~ 64.897 olur. ilk adim boyunu h; = 0.1 secelim ve

h;+1 = 2h; ile tanimlanan h; dizisi i¢in 6nce yni) degerlerini hesaplayalim.

yiy A 34.411 Y1z ~ 64.796
vy = 45.588 1)~ 64.847
y$) ~ 53.807 gl 64.872
r.rl;“' ~ 58.916 Yioaso = 64.885
Uien 2 61.786 1~ 64.801
i ~ 63.310 it o 7~ 64.894
ul?) = 64.005 Usarkso ~ 64.806
1o & 64.494 YLD o~ 64.897

9 . f4 AOE
Yssgo A2 64.695
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Bu nedenle, 17 iterasyon gerekir ve yaklasik degeri hesaplamanin maliyeti, (5) deki bir adimin
hesaplama maliyeti m (bizim uygulamamizda sabit) olmak Uzere,

10m + 20m + --- + 655360m = 10(2'® — 1)m = 1310710m (17)

olarak bulunur. Simdi ilk adim boylarini h; = 0.1,h, = 0.05 muhafaza edelim fakat (14)
uyarlamali yinelemesini g = 0.9 katsayisiyla kullanalim. ilk iki yaklasik deger

v ~ 34411, y{2 ~ 45588

aynidir. izin verilen hata € = 0.001 oldugu igin

_(0.1-0.05) x 0.001
~ 7 ]45.588 — 34.411|

(18)

hs ~ 4.026 x 107°

elde ederiz. Bu durumda n; = [1/h;] = 248378 olur. Beklendigi gibi iterasyon izin verilen
sinira yakin bir hata verdi.

Y o~ 64.896 (19)

oldugu goralur.

Bir sonraki iterasyonda

h, — hg (20)
h, = 0.9 ~ 2.331x107°
4 |64.896 — 45.588|
oldugundan n, = [1/h,] = 429086 olur. Dordilincl iterasyon istenen duyarlilikta
yg?}oss ~ 64.897 (21)

yaklasik degerini verir. Boylece, bir basit uyarlamali adim yontemi kullanildiginda, gereken
iterasyon sayisi sadece 4 ve toplam hesap maliyeti

10m + 20m + 248378m = 677494m (22)

olur. Bu maliyet adim sayisi katlanarak elde edilen yaklasimin maliyetinin yaklasik yarisidir.
5. Sonug¢

Uyarlamali adim boyu yontemini Euler integrasyonuna nasil basariyla uygulayacagimizi ve
hesaplamayi daha verimli yapabilecegimizi gordik. Benzer fakat daha gelismis yontemler,
Runge-Kutta gibi daha verimli sayisal yontemlere uygulanarak, pratikte de sik¢a kullanilan
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Runge-Kutta-Fehlberg ve Dormand-Prince ydntemleri gibi yontemler gelistirilebilir. Ornegin
Dormand-Prince yontemi Matlab’in adi diferansiyel denklem ¢ozicullerinin  birinde
kullanilmaktadir.
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