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NUMERIK INTEGRASYON iCiN EULER YONTEMININ KISITLAMALARI

Laura Evans

1. Girig

Her diferansiyel denklem agik olarak ¢dzilemeyebilir. Belirli bir noktada y degerini bilmemiz
gerektiginde bu problemli olabilir. Bu durumda nimerik integrasyon, bilinen baslangi¢
kosullarina gore y degerlerini tahmin etmemizi sagladigi icin faydalidir.

Numerik integrasyon yontemlerinden biri de, asagida ele alacagimiz Euler yontemidir.
En kesin yontem olmasa da, en basit yontemlerden biri oldugu icin bu yontemleri anlamak igin
yararhdir. Bu yontem bilinen bir noktada egimi hesaplayip, o yonde bir h kiiclik adimi ilerleyerek
ve gelinen her yeni noktada ayni islemi tekrarlayarak ¢alisir.

Euler yontemi bir iteratif yontemdir.
() = fxy®), y@ = y (1)
baslangic deger problemini géz 6niine alalim.

h buyukligundeki adimlarla ilerliyoruz, bu ylizden x, = a ve x,,,4 = X, + holur. Her
adim icin bu durumda

Yn+1 = Yn + h(xn,Yn)
dir. Verilen baslangic degerlerine gére bu, x noktasinda y igin yaklasik deger hesaplamamizi

saglar. Euler ydntemi, sayisal bir yéntem olarak basitliginden dolayi, bu makalede® ele
alacagimiz gibi sinirl uygulama alanina sahiptir.

2. Hata

Onerme 2.1. Euler yéntemi kesinligi o(h) olan bir ¢éziim iretir.
Ispat. y(x) icin, a + h noktasinda Taylor acilimini géz éniine alalim:
y(a+h) =y(a)+ hy'(a) + o(h?).

Fakat, Euler yontemi

' Bu tartisma Euler yontemi lizerine Wikipedia’daki yazidaki bazi 6rneklerden ilham alarak Bitkhoff-Rota’nin 8.
bollimiinde bulunan materyale dayanmaktadir.
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y(a+h) =y(a)+hy'(a).

verir. Hata iki denklem arasindaki fark olacagindan ilk adimdaki hatanin o(h?) oldugunu
goruruz.

Euler yontemini kullaniimasinin yolu genellikle h degerini istenen deger ile bilinen
degerin farkinin belli bir oranina esitlemektir. Boylece, istenen degere ulasmamiz igin gereken

adim sayisi o (%) istenen degere kadar biriken hata ise o(h) olur.

Bunun bir sonucu, cevabimizin kesinligini bir mertebe daha arttirmak istiyorsak dnceki
h’in onda biri olan yeni bir h kullanma zorunlulugudur. Bu daha fazla hesap yapmamiz anlamina
gelmektedir. Bu ylizden, Euler yonteminin yuksek kesinlige sahip ¢o6ziim bulmak icin uygun
olmadigini goririz.

3. Deneme

Farkli k < 0 degerleri igin, y' = ky, y(0) =1 probleminde Euler yénteminin kullaniimasiyla
elde edilen ¢oziimlerin davranisina bakalim. Denklemin y = e** seklinde bir ¢6ziimii oldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla bu yontemle elde ettigimiz degerleri gercek degerlerle karsilastirabiliriz.

Once k = — 1 durumunu ele alalim. Gergek degerler ve h = 0.5 icin Euler ydntemiyle
elde edilen degerler asagida veriliyor.

| Yn y

1
0.61
0.37

CIT LI ek

Bu degerlerin ¢ok hassas olmadigl aciktir. Yukarida gordiigimiz gibi h degerini kigulterek
hassasiyeti arttirabiliriz. Asagidaki tablo, h = 0.1 i¢in degerlerini gosteriyor.
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T Y| oy
0 1 1
0.1]0.90 | 0.90
0.2]0.81|0.82
0.3]0.73|0.74
0.4 |0.66 | 0.67
0.5 |0.59 | 0.61
0.60.53|0.55
0.7 | 0.48 | 0.50
0.8 [ 0.43 | 0.45
0.90.39 | 0.41
1035|037

Bu tabloda, bizim test 6rnegimizde, daha kiiglik h degerlerinin y icin daha kesin degerler
verdigini gorliyoruz. Buna ek olarak, x arttikca hatanin artmasina ragmen, hatanin h’den kiglk
kaldigini gériiyoruz.

4. Bozulma

Simdi, dnceki béliimdeki ayni denklemi daha biiyiik |k| degerleri icin ele alalim. Ozel olarak,
k= —3,k= —11,k = —21 degerlerine bakacagiz. Once, h = 0.5 secelim. Okuyuculara,
asagidaki tablodaki degerlerin iki ondalik basamaga yuvarlandigini hatirlatalim.

F=—3[k=—11]k=—21
Tl yn| oy w|w] w| v
0 1 1 1] 1 1] 1

050700220 -0.1] Off -1.1| O
10491005 (001 Of1.21] O

Secilen ilk iki k degeri icin degerlerin makul oldugunu soyleyebiliriz. Ancak k = —21 i¢in Euler
yonteminin verdigi degerlerde bir terslik gorliniiyor. h degerini kicllterek bu sorunu ¢oziip
¢6zemeyecegimize bakalim.

Onceki gibi h = 0.1 secelim. Yine elde edilen degerler, iki ondalik basamaga
yuvarlanmistir.
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F= 3] k=_11] k=71
-+ Un | Y | Un | y | Un | y

0 1 1 1 1 1 1
01 07074 -1(033) -1.1]0.12
0.2 049|055 | 001|011 1.21|0.01
03034 (041 0004 (-1.33 0
04)024| 03 0001 1.46 0

05 017|022 0 0 -1.61 0
06012017 0 O 1.77 0
0.7 008|012 0 0 -1.95 0
0.8 | 0.06|0.09 0 0 2.14 0
0.9 0.04|0.07 0 0| -2.36 0

1 { 0.03 | 0.05 0 0 2.59 0

Bu tablodan problemin hallolmadigini hatta daha da kotilestigini goriiyoruz. k = —21 igin
Euler yontemiyle elde edilen degerler, egriye yaklasmak bir yana, artan bir genlikle egrinin
etrafinda salinim yapmaktadirlar. Problemin ne oldugunu bitini dikkate alarak gormek
kolaydir. Yontem h uzunlugunda bir adimi kullanirken, y’ degerinin bu ufak mesafede sabit
kalacagini varsaymaktadir. Bununla birlikte, y' = 21y icin bu dogru degildir. h mesafede bir
noktada y’ degeri, h ye goére ¢ok daha fazla degisir. Ayni sey y' = ky, k << 0 seklinde bir
denklemimiz oldugu zamanda dogrudur.

cue

Bu tartismayi, y' nin y, etrafinda hizli degistigi zaman, Euler yonteminin kesin
olmayacagini hatirlayarak genisletebiliriz. Boylece, Euler yonteminin kullanimi, x,'in bir €
komsulugunda max |y"' (xo * €) | < o oldugu durumlarla sinirli olmasi gerekmektedir.

5. lyilestirmeler

Euler yontemi, birinci mertebeden bir niimerik yontemdir: her yeni deger, sadece kendisinden
bir onceki degere baghdir. Daha 6nce gordiigiimuiz gibi, yontemin etkilere acik olmasinin
nedenlerinden biri de budur.

Euler yontemini gelistirmenin bir yolu ikinci mertebeden bir versiyonunu kullanmaktir:

y(a) =Ya
y1 = hf(a,y,)

h
Yn+2 = Yn T E(f(xn'yn) + f(xn+1' yn+1))
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Bu durumda y,’nin ne olduguna bakalim:

Y2 =Yo + g (f (o, 70) + f(x1,1))
= 50 +3 (y'(@) + £(h hf (@, 30)))
= 3u 5 ('@ + F(h,hy' @)
= 30 +3 (5 (@) + /(@) + hy" ()
= Yo +hy'(a) + h;y”(a)

olur.

Bu x = a noktasi civarinda, y(x)'in ikinci dereceden Taylor agilimina sadece o(h®) kadar
uzaktir. Yukaridaki ispata benzer bir yaklasimla, ayni h degeri kullanilsa bile, orijinal Euler
yonteminden ¢ok daha duyarli bir sonug verecegini soyleyebiliriz.

6. Sonug¢

Euler yonteminin yukaridaki incelemesi sonrasinda, yontemin hangi durumlarda kullaniimasi
gerektigi ve hangi durumlarda baska yontemlerin uygun olacagina dair pek ¢ok sey 6grendik.
Ozellikle, Euler ydnteminin, |y'| niin baslangic degeri civarinda biyiik degerler aldig
durumlarda ve hesaplama agisindan verimli bir yontemin gerektigi durumlarda, en iyi se¢im
olmadigini gérdiik. Hemen 6nceki degerden daha fazlasini kullanarak yontemi biraz
gelistirebilmemize ragmen, bu iyilestirme sinirlidir. Bu nedenle, pek cok durumda Euler
yontemi en uygun nimerik yontem degildir.
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