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Ozet

Bu makalede, lineer ve lineerlestirilmis diferansiyel denklemlerin ¢6zimu igin kullanilan Runge-
Kutta yontemini ele alacagiz. Basit lineer diferansiyel denklemlerin ¢6zimi icin Runge-Kutta
yonteminin temel yontemlere gére neden daha ideal oldugunu ifade ederek baslayacagiz. Daha
sonra verilen basit diferansiyel denklemler icin, yontemin diferansiyel denklemin ¢6ziiminde
kullandigi adimlari, basit bir Runge-Kutta ¢6zlicii yazmak igin kullandigimiz Matlab kodunu ve
kodun ciktilarini aciklayarak devam edecegiz. Bu yontemin diferansiyel denklem ¢6ziimlerinde
iyi calismadigi durumlari (tuzaklari) ele alarak bitirecegiz.

1 Giris

Her n'inci mertebeden lineer adi diferansiyel denklem, birinci mertebeden lineer adi
diferansiyel denklemler sistemi olarak ifade edilebilir. NUmerik yontemler geleneksel
yontemlerle c¢oziilmesi kolay olmayan diferansiyel denklemlerin verimli sekilde analizinde
kullanilabilir. Bir adi diferansiyel denklem, lineer sistem olarak ifade edildiginde lineer cebirin
herhangi bir yontemi sisteme uygulanabilir. Runge-Kutta yontemi, hesaplama igin gereken
kaynak kullanimi ve hassasiyet agisindan Euler yontemi ve gelistirilmis Euler yonteminden ¢ok
daha Ustlin bir yontemdir. Bu yontemlerin hepsi sabit adim kullanirlar, ancak degisken adim
kullanan (her kosul altinda daha iyi sonu¢ vermesi gerekmeyen) baska yontemler de vardir.
Euler yontemleri aslinda basit Runge-Kutta yontemleri olsa da, simdilerde daha sik kullanilan
dordiincl mertebe Runge-Kutta yontemine “Runge-Kutta Yontemi” olarak atifta bulunacagiz.

2. Euler ve lyilestirilmis Euler Yontemleri

[a, b] kapali araliginda tek y(x) ¢6ziimi olan

y' ) = fxy®),  y@ = yo
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baslangic deger problemi igin, y(x)’in bu aralkta sirekli ikinci tirevi varsa, h > 0 adimini
kullanan Euler yontemiyle hesaplanan y; yaklasik degerleriyle, y(x;) gercek degerleri arasinda

|yn —¥(xn)| < Ch
esitsizligini saglayan bir C sabiti vardir. lyilestirilmis Euler ydntemi icin ise
Iyn - y(xn)l = Chz

esitsizligi saglanir. Bu, hatanin Euler ydnteminde h, iyilestirilmis Euler y&nteminde h?
mertebesinde oldugunu gosterir. ispat, G. Birkhoff ve G.C. Rota’nin Adi Diferansiyel Denklemler
kitabinda bulunabilir. Ote yandan, Runge-Kutta yéntemi dérdiincii mertebeden bir yéntemdir.
(Runge-Kutta yontemi daha yliksek mertebelar icin diizenlemnebilir). Euler yontemi bliyik yerel
ve birikmis hatalardan etkilenir. Gelistirilmis Euler ve Runge-Kutta yéntemleri, tahmin edici-
dizeltici yontemlerdir ve basit Euler yontemine gore daha dogru sonuglar verir.

3. Runge-Kutta Yontemi
Bu yontem, y ciktisinda verilen gergek bir degisim igin Kalkullsiin temel teoremini kullanarak,

degisimi

Xn+1 Xn+h
Y (xni1) — y(xn) =j y’(x)dx=J y'(x)dx

n n

integral seklinde yazabilecegimiz gercegine dayanir.

Ardindan sayisal integrasyon igin Simpson Kurali kullanalirsa

h h
Y (tnn) = ¥() g(y%xn) 44" (% +5) + 5 G ))

h h h
Yn+1 = Yn + g(y,(xn) + Zy’ (xn + E) + Zyl (xn +E) + yl(xn+1 ))

elde edilir.

Verilen bir adim sayisi icin Simpson kuralini kullanarak yaklasik ¢6zimi veren bir
algoritmayr uygulayan bir kod yazmak icin Matlab kullandik. Kodu kullanarak, baslangic
degerleri verildigi slirece, her tirli n'inci mertebeden lineer adi diferansiyel denklemi ¢c6zmek
mimkundir. Bunu birinci mertebeden bir adi diferansiyel denklem(add) ile ikinci mertebeden
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bir adi diferansiyel denklemin ¢ozimlerini yaklasik olarak bulmaya calisarak gosterdik. Kod
asagidadir:

function [T,X] = hrungekutta(t,x,tl,n,f)
T =t;

x’;

h = (t1 - t)/n;

for i = 1:n;

]
I

k1l = f(t,x);
k2 = f(t + h/2, x + ki1*h/2);
k3 = f(t+h/2, x + k2*h/2);
k4 = f(t+h, x + k3#h);
X = X + h*(kl + 2%k2 + 2xk3 + k4)/6;
t = t+h;
T = [T;t];
= [X;x'];
end

Bu fonksiyon f (tpasiangicr [*0; Yo, tson, adimsayisi, @add) seklindedir.

ADD leri fonksiyon olarak gergeklestirdik. Boylelikle, fonksiyon herhangi bir ADD Vi,
lineer sistem seklinde ifade edildigi ve baslangic degerleri verildigi siirece, alabilir. Matlab’da bir
fonksiyonu diger fonksiyona girdi olarak verebilmek i¢in fonksiyon isminin 6éniine @ isareti
koymak gerektigini belirtelim.

Diyelim ki, ddxegnegx fonksiyonu, x"" = —x add dir. Bu durumda, girdi olarak
@ddxeqnegx yazacagiz. Ceviricinin notu: ddxegnegx fonksiyon ismi rastgele secilmis degildir:
ddx: tiirev tiirev x yani x"’ ; eq: esit =; neg: negatif yani —; x: x dir.

Ornek. [T, X] = hrungekutta(0,[0;1],5,10, @ ddxeqnegx)

Bu, t € [0,5} ve x =0,y = 1 baslangi¢ degerleri igin genel ¢6zimi [sint, cos t] seklinde olan

x"" = —x denklemini ¢dzer. Cunki, ikinci mertebeden add x' =1y,y’ = x seklinde birinci

mertebeden bir add sistemine ¢evrilmistir.

Diferansiyel denklem girdisi i¢in kod

function X = ddxegnegx(t,x)

X=x;
X1 = x(2);
X(2) = —x(1);

dir. Cozimin grafigi asagida verilmistir:
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x" = x denklemini 1000 adimda ¢6zerek elde edilen Cosine and Sine dalgalari
2 ) L\l l Ll Ll 1 I |l L
T <

dy
dx
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= ﬁ,y(O) = 0 probleminin ¢6ziimu igin [x,y] = hrungekutta(0, [0],1,10, @pidiff)

kullandik. Problemin ¢6ziimiiniin y = 4/ arctan x oldugunu belirtelim. Bu yizden, y; = m dir.

10 adim Runge-Kutta yontemi icin ciktilar asagidadir:

X
0 0
0.100 0.3987
0.200 0.7896
0.300 1.1658
0.400 1.5220
[0 Er-ric-=n | Sayfa b www.acikders.org.tr
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0.500 1.8546
0.600 2.1617
0.700 2.4429
0.800 2.6990
0.900 2.9313
1.000 3.1416

1000 adim ile, 3.141592653589791 elde ettik.

4. Runge-Kutta ve diger niimerik yontemlerin aksayan yonleri (tuzaklar)

Runge-Kutta yonteminde karsilasilan pek ¢ok problem vardir. Burada ayrintiya girmesek de,
ornek bir denklemle karsilasilacak bir problemi gésterelim.

dy y
T 5y — 6e

denklemini ele alalim. Denklemin genel ¢6ziimi
y=e ¥+ (Ce>
dir. y(0) = 1 baslangi¢ degeriile C = 0 bulunur.

Ciktinin (nUmerik ¢6ziim) hesaplamasinda yapilan ufak bir hata sifirdan farkh bir C degerinin
ortaya cikmasina neden olur. e nin Ustl (kuvveti) blyilk oldugu icin, yapilacak (neredeyse
onlenemez) kiiclik bir hata, ¢iktida ¢ok bliyik bir hata meydana gelmesine neden olur.

Tesekkiir

Bu makaleyi yazma konusunda biyiik 6nerilerde bulunan ve beni, diferansiyel denklemlerin
nimerik ¢6ziimlerine ilgi duyan Lisa Danz, Marcelo Alvisio, Laura Evans ve Oleg Golberg ile ayni
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