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1. Giris

Diferansiyel denklemler bilim ve mihendisligin yapi taslarindan biridir. Diferansiyel
denklemlerin agik ¢oziimlerinin bulunmadigl ya da ¢6ziim bulmanin zor oldugu durumlarda,
bilim adamlari nimerik yéntemler kullanirlar. Yaklasik ¢6ztim igin kullanilan pek ¢ok niimerik
yontem olsa da biz bu projede bunlardan bazilarini incelemeyi sectik.

Diferansiyel denklemleri nimerik olarak hesaplarken iki kosula ihtiyacimiz vardir.
Birincisi ¢ozimun baglangic degerlerine siirekli bagimli olmasidir. Yoksa, bir sayinin bilgisayar
sistemlerinde goOsteriminde ortaya cikan hata gercek ¢6ziimden cok uzak sonuglar (retir.
ikincisi ise ¢dziimiin diferansiyel denkleme siirekli bagimli olmasidir. Yoksa, diferansiyel
denklemin ¢6ziimiinde kullandigimiz yéntemin dogru sonu¢ vermesini bekleyemeyiz.

Diferansiyel denklemlerin sayisal ¢éziimleri icin kullanilan en temel yontemler, Euler
yontemi, Yiksek Mertebeden Taylor yontemi ve Runge-Kutta yontemleridir. Bu projede
Yiksek Mertebeden Taylor yontemine odaklanacagiz. Bu yéntem, denklemin ¢dzimiinin
Taylor polinomunu kullanir. Sifirinci mertebeden terime bir o6nceki adimin degerini
kullanarak yaklasir (ilk adim igin bu verilen baslangi¢ degeridir), daha sonraki terimler igin ise
diferansiyel denklem kullanilir. Biz buna Yiksek Mertebe Taylor yontemi diyoruz. Duslk
mertebe yontemi Euler yontemidir.

Belli kosullar altinda, n kullanilan mertebe olmak lizere, Yiksek Mertebeden Taylor
yontemi hatayr o(h™) ile sinirlar. Bu fikri sinamak igin birkag ornek verecegiz. Yontemin
etkinligini 6lcmek icin duyarlilik ve verimlilik olmak lizere iki ana parametreye bakacagiz.

2. Yiiksek Mertebeden Taylor Yonteminin Teorisi

Tanim 2.1 y'(t) = f(t,y), y(a) = c baslangic deder problemini géz éniine alalm.
h = (b — a)/K olmak iizere, b > a i¢in y(b)’nin n. mertebeden K adimli Taylor yaklasimi yy
ile verilmektedir. Burada {y;} ler yinelemeli olarak asadidaki gibi tanimlanir:

t0=a

yo=y(a)=c
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ti+1 = ti + h

Zf nnlf

yl+1_yl+hf(tuyl)+ (tl'yl)+ Tt n! din- 1(tiryi)

y(t) acik olarak bilindigi zaman, yukaridaki gibi bir tanimi Taylor serisi acilimi cinsinden
formiile etmek anlamhidir. Yaptigimiz sey y'(t) iin £ (t, ), ¥'(t) igin £, (t,¥), ... kullanmaktir.
Bir sonraki isimiz bu yaklagimin getirdigi hatayi tahmin etmektir.

Taylor teoreminden, t; noktasinda Taylor agilimina imkan veren herhangi bir
y ¢6zimdu igin,
’ h? 17 h" (n)
Y(tiv1) = y(&) + hy () + 5y (&) + -+ —y ™ (¢)

n+1

+my("+1)(0), 30 € (t;,tiv1)

elde ederiz.

y'(t) = f(t,y) kullanilirsa, yukaridaki ifade

Zf nlf

Y(tisa) =y () + hf (ty(t)) + — - o y(E) + - 2 gt Loy ()
hn+1 dnf
+mdtn (0,y(0)), 3o € (tytiy1)

seklini alir.

Bu nedenle yerel hata, yani bir 6nceki adimdaki deger tam oldugunda bir sonraki
adimda meydana gelecek hata

hn+1 n

E; = mdt”( 0,y(0))

formula ile verilir. Bu da

n+1 dnf
| < -
Bl < max o 2 y(a))|

anlamina gelir.

Hatanin E; = 0(h™*1) oldugunu sdyleyebiliriz. a dan b ye kadar adimlarin sayisi 1/h
ile orantih oldugu igin her adimdaki hatayi adim sayisi ile ¢arparsak toplam hatayi
E =0(h™)

olarak buluruz.
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3. Uygulama: Ornekler

y(t) agik ¢6zimini bulabilecegimiz y'(t) = f(t,y) seklindeki diferansiyel denklemleri ele
alacagiz. Bu sekilde gercek degerden, yliksek mertebeden Taylor yonteminin buldugu degeri
cikararak y(b) icin gercek hatayi bulabiliriz. Asagidaki 6rneklerde gergek hatayi bulabilmek
icin f(t,y)’nin tiurevlerini elle hesapladik. Sonra iterasyonlari Matlab ile yaparak yaklasik
degere ulastik.

Onceki bélimde verilen tanimlarin degisken h adimi icin de uyarlanabilir oldugunu
belirtelim. Ancak, hesap kolayligi acisindan adimlari sabit tuttuk. Hesaplamalarimizda, verilen
aralikta K = 2* sayida esit aralikli nokta olacak sekilde adim boyunu (b — a)/2% sectik.

Ornek 3.1
, 1+t
problemini ele alalim. Céziiminin y(t) = Vt? + 2t + 6 — 1 oldugu agiktir.

y(2) igin hatayi, gercek degerden vyaklasik degeri c¢ikarak hesapliyoruz. (b—a) =1
oldugundan h = 27% dir. Asagidaki tablo hesaplanan hatalari géstermektedir.

k=1 k=2 k=3 k=4
mertebe = 1 .0333 .0158 .0077 .0038
mertebe = 2 —.0038 —.0009 —.0002 —.0001
mertebe =3 |.0003269 | .0000383 .0000046 .0000006

Euler yontemi olarak da bilinen birinci mertebe durumunda, h aralik uzunlugu olmak
Uzere, hatanin h ile orantili olmasini bekliyoruz. Bu, k degeri 1 arttiginda, hatanin (yaklasik
olarak) yariya indigi anlamina gelir. Tabloda gozlemlenen degerler beklentimizi dogrulanir.

ikinci mertebe durumu icin, hatanin h? ile orantili olmasini, dolayisiyla tabloda saga
kaydikca hatanin dértte bire inmesini bekliyoruz. Uglincii mertebe durumunda da hatanin h3
ile orantili olmasini ve hatanin sekizde bire inmesini bekliyoruz. Tablodan durumun yine
boyle oldugu goriinmektedir.

Sekil 1’'deki soldaki grafik, Euler yontemi kullanilarak elde edilen y(t) yaklasik
degerlerinin t’ye karsi davranisini gosteriyor. Her dogru, yukaridaki tablodaki satirlardan
birine, yani h =1/2,1/4,1/8,1/16 adimlarina karsilik geliyor. Sagdaki grafik ise hatanin
t'ye bagl degerlerini gosteriyor. Burada yine tablodaki satirlar, farkli A degerlerine, vyani
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h=1/2,1/4,1/8,1/16 adimlarina karsilik geliyor. Gorundiglu gibi hata buyuk &k
degerlerinde sifira daha yakindir.
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Sekil 1. Euler yontemi: Nimerik ¢c6zim (solda) ve karsilik gelen hata (sagda)

Benzer sekilde, ayni grafikleri 2. ve 3. mertebeden Taylor yéntemi kullanarak elde
ettik. Bunlar, siarasiyla, Sekil 2 ve Sekil 3’te gériinmektedir.
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Sekil 2: 2. mertebeden Taylor yontemi: Nimerik ¢coziim (solda) ve karsilik gelen hata (sagda)
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Sekil 3. 2. mertebeden Taylor yontemi: Nimerik ¢6ziim (solda) ve karsilik gelen hata (sagda)

Ornek 3.2

1

y
baslangic deger problemini ele alahim. Cozim y(t) =Vt + 4 dir. Hatayl yukaridaki gibi
hesaplarsak, t = 1 icin asagidaki tabloyu elde ederiz.

Y@= fty)=5-,y0) =1

k=1 k=2 k=3 k=4
mertebe = 1 -.0066. -.0032 -.0016 -.0008
mertebe = 2 .0003852 .0000917 .0000224 .0000055
mertebe =3 | -.00002837 | -.00000330 -.00000040 -.00000005

ikinci 6rnek de, birinci 6rnek gibi beklentilerimizi karsilar. inceledigimizde, k’daki her
artis icin birinci mertebe hatanin yariya, ikinci mertebe hatanin dortte bire, liclincii mertebe
hatanin sekizde bire distigl acikca gorulir.

Asagidaki 6rnekler yine bu durumu gosterecektir.

Ornek 3.3.
y@©) = fEey)=t+y, y0)=0
baslangic deger problemini ele alalim. Céziim y(t) =- t- 1- e’ olur. Bu, t = 1ligin
asagidaki hata degerlerini verir.
k=1 k=2 k = k=4
mertebe = 1 .4683 .2769 .1525 .0804
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mertebe = 2 .0777 .0234 .0064 .0017
mertebe = 3 .0095 .0014 .0002 .0000

Sag altaki hatanin gergekte sifir olmadigina, yuvarlamadan kaynaklandigina dikkat edelim.

Ornek 3.4.

y'(®) = ft,y) = ty,y(0) =1
baslangi¢ deger problemini ele alalim. Cozim y(t) = et*/2 dir. Bu, t = 1 i¢in asagidaki
hata degerlerini verir.

4. Yontemin Degerlendirilmesi

Orneklerden gordiigiimiiz ve teorimizin énerdigi gibi, Yiksek Mertebeden Taylor Yéntemi
goreceli bliylk adimlarla hassas kestirimler yapabilmektedir.

Ancak, f(t,y)’'nin turevlerini kullandik. Turev hesabi genellikle masraflidir. Pratikte,
diferansiyel denklemin bir kapal kutu oldugu durumlar vardir: Verilen t, ve y, igin
f(to,yo) degeri gozleme dayali olarak hesaplanabilir, ama f(¢t, y) acik ifadesi bilinmez. Boyle
durumlarda Yiiksek Mertebeden Taylor Yontemi ise yaramaz.

“Stiff denklemler” olarak bilinen bir sinif diferansiyel denklem igin bu yontem
dogrudan uygulanamaz. Stiff denklemlerin ¢6ziimlerinin genel 6zelligi t arttikca y azalirken
tlrevlerin azalmamasidir. h belli sinirlar icinde olmadiginda bu asiri yanlis kestirimlere neden
olabilir. h degerini belli sinirlar icinde tutma kaygisi yasamak yerine baska bir yontem
kullanmak genelde ¢ok daha kolaydir. Aslinda, stiff denklemler igin 6zel baska yontemler
gelistirilmistir.

Ayrica gergek ¢dziime yakinsayan bir Taylor agiliminin var oldugunu kabul ettik. Pek
cok fonksiyon icin durum boyle olmasina ragmen, olmama ihtimalini de g6z 6niine almak
gerekir. Kestirimin dogrulugunu baska yollardan teyit etmek onerilir.

Ozet olarak, Yiiksek Mertebeden Taylor Yéntemi her zaman uygulanabilir degildir.
Uygulanabilir oldugunda ise oldukca dogru sonuglar verebilir. Orneklerimizde, teoriye uygun
olarak, h azaldik¢a hata kiiclilmektedir. Gercekte, n metodun basamagi olmak Uzere, azalma
hizi h™ ile orantilidir.

(G &v-rc-2 | Sayfa 7 www.acikders.org.tr



