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Mertebesi 55 olan Abel olmayan gruplar�n karakter tablosu

G, x ve y elemanlar� taraf�ndan, x11 = 1, y5 = 1, yxy−1 = x3 ba§�nt�lar� ile
üretilen mertebesi 55 olan bir grup olsun. Bu grubun mertebesinin gerçekten de
55 oldu§unun kan�tlanmas�n� geçelim.

Sylow teoremleri, G nin bir 11-altgrubu olan < x > grubunun normal oldu§unu
ve bir tanesi < y > olan 11 e³lenik 5-altgrubu oldu§unu söyler.

x in merkezleyicisi olan Z(x), < x > grubunu kapsar ve G grubunun tamam�na
e³it de§ildir. Bu nedenle, Z(x) =< x > dir ve |G| = |C(x)||Z(x)| formülü,
|C(x)| = 5 oldu§unu gösterir. Benzer biçimde, |C(y)| = 11 dir.

C(x) e³leniklik s�n�f�ndaki elemanlar� listeleyebiliriz. yxy−1 = x3 ili³kisi, x3 ün
bu s�n�fta oldu§unu gösterir. Bu durumda yx3y−1 = x9 eleman� da bu s�n�ftad�r.
Bu biçimde devam edersek

C(x) = {x, x3, x9, x5, x4} (1)

buluruz.

x in 1 e e³it olmayan di§er kuvvetleri de x2 nin e³leniklik s�n�f�n� olu³turur:

C(x2) = {x2, x6, x7, x10, x8}. (2)

Di§er taraftan, 11 Sylow 5-altgrupdan herhangi iki tanesinin kesi³imi birim
eleman�d�r. Bu nedenle, bu altgruplardan her biri y nin e³leniklik s�n�f�ndan bir
eleman içerir. y2, y3, y4 elemanlar�n�n her birinin s�n�f�n�n kardinalitesi 11 dir. G
nin s�n�f denklemi

55 = 1 + 5 + 5 + 11 + 11 + 11 + 11. (3)

Dolay�s�yla, 7 indirgenemez karakter vard�r.

< x > normal bir altgrup oldu§undan, G/< x >= G bölüm grubunu olu³-
turabiliriz. G grubunun eleman say�s�n�n 5 oldu§u görülür. Bu nedenle, G, y
nin kalan s�n�f� y gibi, < x > içinde olmayan herhangi bir eleman�n kalan s�n�f�
taraf�ndan üretilir.

π : G → G do§al homomor�zmi, G nin baz� karakterlerinin belirlenmesinde
yararl�d�r. �öyle ki, e§er ρ : G→ GL(V ), G nin bir temsili ise, G nin ρ = ρ ◦ π
biçiminde bir temsilini elde ederiz.

G Abel oldu§undan, indirgenemez karakterleri bir boyutludur ve bunlardan be³
tane vard�r. y eleman�n�n mertebesi 5 oldu§undan, bir boyutlu bir karakterin y
deki de§eri birimin 5-inci kökü, bir ba³ka deyi³le ζ = e2πi/5 in bir üssü olmal�d�r.
Bu biçimde 5 üs ve 5 indirgenemez karakter vard�r. Dolay�s�yla, G için tablo
belirlenir.
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kardinalite (1) (1) (1) (1) (1)
eleman 1 y y2 y3 y4

χ1 1 1 1 1 1
χ2 1 ζ ζ2 ζ3 ζ4

χ3 1 ζ2 ζ4 ζ ζ3

χ4 1 ζ3 ζ ζ4 ζ2

χ5 1 ζ4 ζ3 ζ2 ζ

Her bir χi karakteri G grubunun bir χi karakterini belirler ve χi, π nin çekir-
de§indeki elemanlarda, bir ba³ka deyi³le < x > altgrubunda, 1 de§erini al�r.

A³a§�daki karakter tablosundaki ilk be³ sat�r belirlenmi³ti. |G| = d21 + · · · + d27
formülü ve di nin |G| i bölmesi, kalan iki karakterin boyutlar�n�n 5 oldu§unu
gösterir.

kardinalite (1) (5) (5) (11) (11) (11) (11)

eleman 1 x x2 y y2 y3 y4

χ1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 1 1 ζ ζ2 ζ3 ζ4

χ3 1 1 1 ζ2 ζ4 ζ3 ζ
χ4 1 1 1 ζ3 ζ ζ4 ζ2

χ5 1 1 1 ζ4 ζ3 ζ2 ζ
χ6 5 u v ? ? ? ?
χ7 5 ? ? ? ? ? ?

Daha sonra u ve v de§erlerini belirleriz: χ6 be³ boyutlu bir karakter oldu§undan
ve x in mertebesi 11 oldu§undan, χ6(x) be³ tane birimin 11-inci kökünün, bir
ba³ka deyi³le η = e2πi/11 in be³ tane kuvvetinin toplam�d�r. Burada, e³leniklik
s�n�f�n� aç�kça biliyor olmam�z çok yararl�d�r. �öyle ki, ρx3 , ρx in e³leni§idir ve
bu nedenle, ayn� özde§erlere sahiptir. Di§er yandan, ρx3 = ρ3x dür. Dolay�s�yla,
özde§erleri, ρx in özde§erlerinin kübüdür. Bu nedenle, e§er ην , ρx in bir özde§eri
ise, η3ν da bir özde§eridir. Bu göz önüne al�nd�§�nda, χ6(x) için sadece üç olas�
de§er oldu§u görülür: Bu nedenle ³unlardan birine e³it olmal�d�r: 5=1+1+1+1+1
veya α = η+ η3 + η9 + η5 + η4 veya β = η2 + η6 + η7 + η10 + η8. �imdi, 5 de§eri∑
χ6(g)χ6(g) toplam�na 52 · 5 = 125 lik bir katk�da bulunur. Fakat, bu pozi-

tif terimlerden olu³an ve |G| = 55 veren bir toplamd�r, çünkü 〈χ6, χ6〉=1 dir.
Dolay�s�yla, χ6(x) = 5 de§eri olmas� gerekenden büyüktür ve bu nedenle u = α
veya u = β olmal�d�r. Be³ boyutlu iki karakter oldu§undan iki de§er de al�n-
mal�d�r. Karakter tablosunun alt sat�rlar� ³unlard�r:

kardinalite (1) (5) (5) (11) (11) (11) (11)

eleman 1 x x2 y y2 y3 y4

χ6 5 α β 0 0 0 0
χ7 5 β α 0 0 0 0
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