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DERS 1. VEKTOR UZAYLARI, METRIK UZAYLAR, NORMLU
UZAYLAR

Vektor uzaylari, metrik uzaylar, normlu uzaylar.Banach uzaylari. Ornekler:
- Oklid uzaylari, kapali bir aralik lizerinde supremum normu ile donanmaig
stirekli fonksiyonlar - C°[0,1]. L' normu, ve C°[0, 1] uzaymmin bu norma gore
tam olmamasi. [y uzayimnin kisa tanitimi - kanit vermeksizin bu uzayin Hilbert
uzay1 olmasinin agiklanmasi. Biitiin bunlarin neden yapildigi 7 Ana amaglar
: - Fonksiyonel analizde ”standart” denebilecek kimi temel yapilar1 inga ede-
bilmek:

Soyut Hilbert Uzaylari - her boyutta bir ornek

Somut Hilbert Uzaylar1 - L?[0, 1] uzay1 gibi, bir ¢ok uzay. Bir teorem ornegi

- Dirichlet problemi. V : [0,1] — R gercel degerli bir fonksiyon olsun.
Bu fonksiyonun ” salimim modlar1” ile ilgileniyoruz; buna benzer bir olayla
kuantum mekaniginde kargilagiriz. Ornegin, [0, 1] aralig1 {izerinde iki kez siirekli
tiirevlenebilen ve agagidaki (1.1) denklemini saglayan u(z) fonksiyonlarim ele
alalim

2

(11) — T4 + V() = Xu(a)

Burada ilgilendigimiz soru hangi ’bilinmeyen’ A sabitlerinin bulunabilecegi
sorusudur. Kusgkusuz u = 0 ic¢in tiim A sayilar1 gecerli olacaktir ama bu her
zaman yukaridaki esgitlik i¢in bulunabilecek ” agikar ¢oziim 7 i¢indir. Basgka
hangi ¢oziimler vardir? Gergekte (1.1) esitligini saglayan ve agikar olmayan
ve hepsinin gergel say1 oldugu sonsuz ();) dizisi vardir - ve bu dizinin tiim
ogeleri kompleks sayilar olmayan gergel sayilardir. Bu A; sayilarimin herbiri
i¢in en az bir (belki birden fazla) ”dogrusal” bagimsiz ¢oziim u; vardir. Burada
hergsey hakkinda daha fazla soylenecek s6z olsa da ana amagimiz en azindan
bu noktaya gelebilmektir.

Gergekte (1.1) bir 6zdeger denklemidir. Burada ele aldigimiz sey ”son-
suz bir matris”’tir. Bu agikar olmadigi gibi tiim olaya bakmak icin iyi bir
yontem de degildir(kuantum mekaniginin ilk giinlerinde boylesi bir matris
yaklagimi soz konusu olmugsa da bu daha sonra yerini Hilbert uzaylari iizerinde
doniigiim kuramina birakmigtir). Ancak yine de bir anlamda sonsuz matrislerle
calisiyoruz denebilir. Sonlu boyut ile sonsuz boyut arasindaki temel yagsamsal
fark ”‘topolojidir”. Bu fark normlu uzaylar kavrami iginde mevcuttur.



Vektor Uzaylar :- Belitlerden bahsetmemize gerek var mi? Bir vektor uzayi
V aynen temel R", veya C" uzaylarinda oldugu gibi 6gelerinin toplanabildigi
ve skalarlerle carpilabildigi ve bu ikili iglemlerin R™ o6rnegindekilere benzer
ozellikler tagsidigr uzaylardir. Buradaki skalar kelimesi ile gercel veya kom-
pleks sayilar1 - ¢cogu kezde kompleks sayilari - gosterecegiz. Bundan sonra R
veya C yerine sadece K yazacagiz. Simdi kiimemiz V' - lizerinde ¢aligacagimiz
vektorler- iki yapi tasirlar. Bunlar

(1.2) +:VxV-oVe:KxV -V

yapilaridirlar. Bunlar v + w ve sv ile gosterecegiz. Bu islemlerin sagladig:
belitler vardir ki- bunlar i¢in dogrusal cebir kitaplariniza geri doniip bakmanizi
isterim. Bunlar + i¢in K nin degismeli grup olmasi ve dagilma ozelligidir.

Ornekler:

Agikar 6rnek olarak sonlu boyutlu vektor uzaylarini verebiliriz.

[P uzaylari. Bunlar dizi uzaylandir. Ik ahstirma problemleri tiimii ile bu
uzaylara ayrilmigtir. Ornegin, {2 - ki bu bir Hilbert uzayidir- 6yle aj, a(j) = a;
ile de gosterilen, a : N — C dizilerinden olugmusgturki

o0

(1.3) D aj)* < o
j=1
Asgikar olmayan diger bir érnek ise [0, 1] tizerinde tanimh ve kompleks sayilar
degerli siirekli fonksiyonlar uzay1 C0,1] dir. Biitiin bu uzaylar bir norm ile
donanmiglardir. Donemin biiyiik bir kisminda normlu uzaylar1 ¢alisacagiz.
Tanym 1. Vektor uzay1r V' iizerindeki bir norm ||.||

(1.4)  ||-]|oc : V — [0, 00)

agagidaki ozellikleri saglayan bir fonksiyondur:

(1) ||lv]| =0« v=0.

2) [[tol] = [tlllol] teK, —veV

B) llv+wl| < |Jv[]| +|lw]] v,weV

d(u,v) = ||lu — v|| ifadesinin V' uzay1 {izerinde bir metrik tanmimladigr ko-
laylikla goriilebilir. Dolayist ile bir metrik uzayinda varolan kavramlar - agik
kiimeler, kiireler, kapali kiimeler, dizilerin yakinsamasi, kompakt kiimeler,
baglantili kiimeler, tam metrik uzaylar artik kullanima uygundurlar ve biz
bu kavramlarin hepsini kullanacagiz!

Tanwym 2. Yukarida verilen metrik altinda tam olan normlu uzaylara Banach
uzaylar1 denir.



C'[0, 1] uzay1 {izerinde supremum normu olarak bilinen

(1.5)  |ulloo = supzepp,y|u()|

tartigtik. Bunormun bir Banach uzay1 verdigini soyledik ancak kanitlamadik.
Benzer sekilde yine C0, 1] tizerinde L' normu olarak bilinen

(16) Iulles = [ fu(e)lds

normunu tartigtik ve C[0, 1] uzayimin neden bu norm altinda tam olmadigina
isaret ettik. Temel olarak Lebesgue integraline neden gereksinim olmasinin
altinda bu vardir.

Kuskusuz birisi ”[0,1] iizerindeki Riemann integrallenebilir fonksiyonlarin
L' normunda tam olup-olmadiklarini ” sorabilir. Hatta sormustur da. Gercek
odur ki L' normu denen sey Riemann integrallenebilir fonksiyonlar iizerinde
norm bile degildir. Sadece "seminorm” dur. Bagka bir deyisle integrali sifir
olan ama kendileri sifir olmayan fonksiyonlar vardir. Bundan daha 6nce bah-
setmememizin nedeni sorunun tam olarak ortaya konamamasidir. Biri uza-
yla oynayarak ( yani boliim uzayma gegerek) bir norm elde edebilecegimizi
soyleyebilirse de sorun yine orada duracaktir ¢iinkii uzay bu sefer de tam ol-
mayacaktir. Dolayisi ile dogru yanit uzaym bir Banach uzay1 olmamasi ve
bunun da nedeninin ta bagta uzayimizin bir normlu uzay olmamasidir. Bu
noktaya tekrar donecegiz.



PROBLEMLER 1

Problem 1.1 Her p,1 < p < oo veya sadece p = 2 igin;

P ={a: N—>C,2|aj|p < 00,a; =a(j)}

J=1
dizilerinin agagidaki normla,

o0

1
lally = O lag )"
j=1
normlu bir uzay oldugunu gosteriniz. Bu tanimlanan dizilerin bir vektor uzay1
olduklarini ve tanimlanan normun norm olmak i¢in saglamasi gereken ii¢ kogulu
sagladiginin gosterilmesi demektir.

Problem 1.2 Problem 1.1 deki zor kisim tiggen esitsizligi idi. Eger size her
N icin

N

(D lag)H?

J

ifadesinin CV de norm oldugu verilseydi, bunu kullanabilir miydiniz?

Problem 1.3 Problem 1.1 de tanmimlanan [P nin ya da [? nin tam oldugunu
kanitlayimiz. Yani Banach uzayi oldugunu gosteriniz. Yani her Cauchy dizisinin
yakinsak oldugunu kanitlayiniz. Burada problem verilen Cauchy dizisinin lim-
itini bulmaktir. Her N icin N noktasinda budanmayla elde edilen CV deki her
dizinin CV de bir Cauchy dizisi oldugunu gosteriniz.

Problem 1.4 Isterseniz n = 2 alabilirsiniz, I” uzaymm birim yuvar1 S kiimesini
diiginelim. Bu kiime uzunluklar1 1 olan vektorlerin kiimesidir.

S={ael|lall, =1}

kiimesidir.

(1) S kiimesinin kapal oldugunu gésteriniz.

(2) Dilerseniz Rudin’nin kitabina da bakarak, metrik uzaylarda kompakt
kiimelerin dizisel betimlenigini animsayiniz.



(3) Dilerseniz n-inci yerde 1, kalan koordinatlarda 0 olan diziyi diigiinerek S
kiimesinin kompakt olmadigini kanitlayiniz.

Problem 1.5 Normlu her uzayda, norm streklidir.



