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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009
DERS 10. BESSEL ESITSIZLIGI

Bu derste ele alacaklarimiz bir ¢ok kaynakta oldugundan bunlara kisaca
deginilecektir.

(1) Bessel Esitsizligi

e, i = 1,.., N bir igcarpim uzay1 H de boylar1 bir olan dik bir dizi(ortonormal
dizi), yani (e;, e;) = d;; olsun. H uzaymin keyfi u 6gesi i¢in, asagidakiler vardir:

N

v = Z(u,ei)ei

=1

N
(10.1) ol = > I(u, e0)* < [Jullf
i=1
(u—wv)le,i=1,..,n

Buradaki son sav (u,e;) = (v,e;) hesaplanarak bulunur. Benzer bicimde
||v||? ifadesi ise yine dogrudan hesap ile bulunur. Bessel esitsizligi olarak bilinen
esitsizlik Cauchy egitsizliginden elde edilir. Ciinkii son esitsizlikten

(10.2) Jo]]* = (v,v) = (v,u) + (v,0 = w) = (v,u) = |(v,u)] < [Jv]][]ull

den ||v|| < ||u|| bulunur.

(2) Ortonormal Tabanlar:

(10.1) esitsizliginde sag taraf N den bagimsiz oldugundan, eger (e;) dizisi
ortonormal bir dizi ise,

(10.3) > [(u, e)* < [lully
i=1
buradan da

n

(10.4) v, =) (u,e)e;

i=1

dizisinin Cauchy dizisi oldugunu elde ederiz, ¢iinkii m > n iken

105) flo—valP= 3 Nwe)lP< S [l(ue))lP

nj<m Jj=n+1
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yukaridaki esitsizlikde sag taraf, n sayisinin biiyiik degerleri i¢in m sayisindan
bagimsiz olarak, kiigiik oldugundan, dizi Cauchy dizisidir.

Onteorem H bir Hilbert uzayi - yani simdi tamlik varsayiliyor- ve (e;) de
ortonormal bir dizi ise, H uzayimin her u 0gesi i¢in

106 v = ZueJeJEH
7=1

serisi yakinsaktir ve her j i¢in (v — v)_Le; saglanir.
Kanit. Limitin varhigi dizinin Cauchy ve uzayin tamhgindan elde edilir.
Diklik ise (v — vy, €;) = 0 esitliginden n > j oldugunda

(10.7)  (u—wv,e;) = limy_oo(u — vy, e;) =0

Cauchy esitsizliginin bir sonucu olan i¢carpimin siirekli oldugu kullanilarak
goriilir.[

Simdi ortonormal bir dizinin tam veya ortonormal taban olmasi demek: her
J icin ule; = 0 ise u = 0 olmas1 demektir.

Onerme 15 Eger (ej)52, Hilbert uzay1 H de ortonormal taban ise H
uzayindaki her u vektorii i¢in

(10.8) Z u, e;)e
7j=1

vardir.

Kanait. Onteorem, serinin v vektoriine yakinsamasini ve her j i¢in (u—wv)_Le;
elde ederiz. Tamlik varsayimi, u = v verir.

(3) Gram-Schmidt

Teorem 6 Her ayrilabilir Hilbert uzayimin ortonormal tabani vardir.

Kamt. Ayrlabilir olma tamimindan, bir dizi olarak ta yazilabilecek (v;)
yogun dizisi bulabiliriz. Dizinin her 6gesini kendi boyuna bélerek diziyi boylar
bir olacak gekilde alabiliriz. Boylelikle, eger vy # 0 ise e; = vy /||v1]| alalim.
Timevarimla devam ederek bir n tamsayisi icin ¢ = 1,...,m < n olmak tizere
ortonormal e; ogelerini secmis olalim. Bu vektorlerin gerdigi altuzay aynidir.
Yani,

(10.9) gerle, ..., en) = gerfvy, ..., vy]

Dikkat edersek, ttimevarim adimi igin eger v, (10.9) da gerilen altuzayda ise
n+1 icin ayni e; ¢aligsacaktir. Dolayist ile
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(10.10) w =1vnt1 — > _(Vns1,€5)e; #0
j=1
dolayist ile €,,41 = w/||w|| anlaml olup e, eklendiginde n+1 igin gerilen
uzaylarin esitligi bulunur.
Boylece sonsuza kadar devam edilebilir. Sadece iki olasilik vardir. Ya sonlu
tane e; veya bunlarin sonsuz bir dizisi bulunacaktir. Her iki durumda da elde
edilen kiime ortonormal bir taban olacaktir. Yani;

(10.11) ule; Vi=u=0

Bu Un. lerin yogun oldugunu kullanmaktadir. Bu ise verilen u E H i¢in her
demektir. Simdi her v,, dolayis1 ile her w;, e; larin sonlu dogrusal birlesimi
oldugundan, Bessel esitsizligi uygulayarak

(10.12) |wj||2 Z| wj,ek Zl wj7€k |2 < ||U_w3||2

elde edilirki burada her j i¢in (u,e;) = 0 kullandik. Boylece ||w;|| — 0 ve
u = 0 elde edilir.[]

(4) 1? uzaymin isomorfizmalan ( egyapr doniigiimleri)

Sonlu boyutlu bir Hilbert uzayi her zamanki iggarpimi ile donanmig C"
uzayma izomorftur. Yukaridaki sonuglardan benzer su sonucu elde ederiz.

Onerme 16 Kompleks sayilar tizerinde tanimli sonsuz boyutlu ayrilabilir
her Hilbert uzay1 [? uzayma izomorftur, yani oyle dogrusal bir doniigiim

(10.13) T :H — L?

vardirki bu doniigim 1-1, tizerine oldugu gibi H deki her u, v i¢in (Tu, Tu);2 =
(u,v) g ve ||Tul|;z = ||u||z saglamr.

Kamit. Yukarida varoldugunu 6grendigimiz bir ortonormal taban secelim
ve

(10.14) Tu = (u, e])J 1

alalm. Bu doniisiim, Bessel esitsizligi nedeni ile, H uzaym [? uzayma
gotiiriir. 7 doniigtimiinii betimleyen dizinin her ogesi dogrusal oldugundan
T de dogrusaldir. 1-1 dir ¢iinkii eger 7w = 0 ise her j icin (u,e;) = 0 dan ve
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ortonormal tabanin tamhigindan u = 0 elde ederiz. Uzerine bir dontigiimdiir,
ciinkii (¢;) verilen bir kompleks sayilar dizisi ise

(10.15) uw=">Y_cje;
Jj=1

serisi H icinde yakinsar. Bu yukaridaki akil yiiriitme ile aynidir- kismi
toplamlar dizisi Bessel esitsizligi nedeni ile bir Cauchy dizisidir. I¢carpimin
stirekliliginden, Tw = (¢;) olur ve 7”7 nin iizerine oldugunu verir. Normlar ile
ilgili esitlik iccarpimlarin esitliginden elde edilir. Sonrasi ise 6nce e; lerin sonlu
dogrusal toplamlarindan ve bunlara siireklilik uygulanarak elde edilir.[]

84



PROBLEMLER 5

Asagidaki kimi sorularda Lebesgue Sinirli Yakinsama teoremini hatirlamanizda
yarar vardir.
Problem 5.1 f : R — C fonksiyonu £'(R) uzaymda olsun.

(10.16) =z e [-L,L] ise Fr(z)= f(x) diger durumda 0

olarak tanimlanan F, fonksiyonunun L'(R) uzaymda ve L — oo iken [ | fr, —
f| — 0 oldugunu gésteriniz.

Problem 5.2 Gergel degerli ve agagidaki anlamda yerel integrallenebilir, f :
R — R fonksiyonunun

0, reR\[-L, L]
Yani, her L tamsayisi i¢in Lebesgue integrallenebilirdir kogulunu saglayan f
icin,
1) Her sabit L sayist igin

(10.17) g(z) = { f(x), ve[-L,L]

gL(l’), gL<x) S [_N’ N]
(10.18) gr(z)=1 N,  gu(z) >N
_N7 gL<x) <—-N

fonksiyonunun Lebesgue integrallenebilir oldugunu gosteriniz.
2)N - o0 tken [ |g§;N) — g1| — 0 gosteriniz.
3) Bulunabilinecek h,, basamak fonksiyonlar1 dizisi i¢in, hemen her yerde

(10.19)  h,(z) — f(z)
gosteriniz.
4)

v & [—L, L]
(10.20) L) (x) = ?\Z(x)’ ZZEQJNA; év][ L,L[}_LL]
hn(x) < =N,z € [-L, L]

Y n

Bu durumda n — oo iken [ |h) — g¥| — 0 gosteriniz.

Problem 5.3 £*(R) uzaymin Hilbert uzay1 oldugunu gosteriniz. Once gercel
sayilarla caligarak £5(R) uzaym f : R — R, | f|? integrallenebilir ve yukaridaki
anlamda yerel integrallenebilir fonksiyonlar olarak tanimlayin.
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1) Boylesi f fonksiyonlari i¢in h,, secip gy, g(N), hNY) fonksiyonlarini (10.17)),
L n

(10.18) ve (10.20) gore tanmmlayimz.
(2) Sabit N ve L sayilar1 igin hSVL) dizisini kullanarak g(LN), (g(LN))2 fonksiy-

onlarmm £'(R) uzaymmda ve n — oo iken [ |(h£LNL))2 — (g(LN))2| — 0 gosteriniz.

(3) (91)? € LY(R) ve N — oo iken [ |(g§:N))2 —(gr)? — 0 gosteriniz.
(4) L — oo iken [|(gz)* — f]* — 0 gosteriniz.
(5) f,g € LAR) ise fg € LYR) ve

(1021) | [ fol < [1fgl < 1 lleellglloe |1F 113 = [ 171

gosteriniz.

(6) Yukaridakileri kullanarak £%(R) uzaymin vektor uzay: oldugunu gosteriniz.

(7) N sifirims fonksiyonlar ise L*(R) = £2(R) /A uzaymin gergel bir Hilbert
uzay1 oldugunu gosteriniz.

(8) Yukaridakileri kompleks sayilara genigletiniz.

Problem 5.4

(10.22) h*'={c:N3j—¢; € CY (1+5%)¢? < oo}

J

le tanimlanan dizi uzaylar igin

(10.23)  A*' x B*': (c,d) =< ¢, d >= (1 + j°)c;d;

J

iccarpiminin ~A%! uzayimi Hilbert uzay1 yapan Hermitsel bir iccarpim oldugunu
gosteriniz ve Ve € h?! icin

(10.24)  B*>' C 2, |lcll2 < |lelf2a

gosteriniz.

Problem 5.5 Ayrilabilir uzaylarda Riesz Temsil teoremini dogrudan kanitlayiniz.
Aynlabilir Hilbert uzay1 H igin ortonormal (e;) tabani se¢iniz. Eger T': H — C
sinirli ve dogrusal bir fonksiyonel ise

(10.25) w; =T(e;),i €N

tanimlayiniz.
(1) Simdi bir C sayst i¢in, |Tu| < C|Ju|| saglandigini animsayarak her N
tamsayisi icin
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N
(10.26) > |w|* < C?

j=1
gosteriniz.
(2) (w;) dizisinin [ uzaymda oldugunu gosteriniz ve

(10.27) w=> we; € H

gosteriniz.
(3) Her u € H igin,

(10.28) T'(u) =<wu,w >y wve |[|T||=|lw||g

gosteriniz.
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PROBLEM J"iN COZUMLER; /
Problem 4.1 H bir normlu uzay ve norm agagidaki paralelkenar kuralini saglasin.
(10-29) lu+]” + [lu = ol* = 2(Jul* + [ol]*) w,v e H.

Bu normun pozitif sesquilinear (yani Hermitsel) bir iggarpimdan geldigini kamtlayinz.
Ana fikir olarak

1
(10.30)  (u,v) = Z(lu+ol* = lu = l* + dflu + iv|[* — il|u — iv]])
esitligini deneyiniz.
Cozim. u = v alalm. Paralelkenar kurali olmadan da
1 : . . :
(10.31)  (u,v) = Zl12ul” +ill(1+ i)l — il |(1 = Dull* = ||u]]
Buradan (u,v) nin Hermitsel oldugunu elde ederiz. Kompleks eglenik alip,

||lu + iv|| = ||v — iu|| gibi norm 6zelliklerini kullanarak,

1

(10.32)  (u,v) = 4 (|jv +ull* = [Jv —ull* = illv — iul|* + ilJo + iul[*) = (v, w)

Dolayisi ile bakilmasi gereken tek sey, ilk degiskendeki dogrusalliktir. Hemen
hesaplara baglayalim. Once (u, —v) = —(u, v) den (10.32) kullanarak,(—u, v) =
—(u,v) buluruz. Buradan

1 : : : :
(20,0) = Z(llu+ (ut )P = llu+ (u=)[P +ilfut (utiv)|P —illu+(u—iv)|]*)

1 . . : : : :
(10.33) = S ([Jurto P [fuul P =0 = [fuul ]| (o) | P ] Pl fu—iv] =i Ju] )

—i(llu—(U+v)ll2—|Iu—(u—v)ll2+i\Iu—(U+@'v)!\2—illu—(u—iv)IIQ) = 2(u,v)

Simdi bu ve (10.32) den herhangi u, v’ ve v igin
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(st 0) = 5 (wal, 20) = 5 (ko) (u'+0) = | (o) (=)l 44l (i)~ (i) P

—illu — i|[*[]*) + il (u + ) — (u—w)|[* —il|(u — iv)) = (u,v) + (,v)

bulunur. Ikinci 0zdeslik kullanilarak, birincide oteleme yapilirsa, u, v vektorleri
ve k tamsayisi igin (ku,v) = k(u,v) bulunur. Simdi n pozitif tamsayisi igin
nu' = u ve r = k/n alarak

(10.35)  (ru,v) = (ku',v) = k(u',v) = r(u,v)

bulunur ve buradan her kesirli r sayist igin (ru,v) = r(u,v) elde ederiz.
Tanmimdan, iccarpim her iki degiskende de norma gore siireklidir. Bu nedenle,
r — x € R, limitine gegebiliriz. Yine tanimdan, dogrudan asagidaki esitlikleri;

1
(10.36)  (iu,v) = Z(||z‘u+v||2— \[iw—v| | 44| [iu+dv||* — | |iv —v|[*) = i(u, v)

ve buradan da ilk degiskende dogrusalligi elde ederiz.
Problem 4.2 H sonsuz boyutlu bir (6n)Hilbert uzayi olsun. Dolayisiyla H'nin
her elemaninin

(10.37) v=> cu;

gibi ifade edebilecegimiz (v;) tabani vardir. Burada v;’ler arasinda dogrusal
bagimhilik iliski yoktur-(8.9) da v = 0 temsili tek bir tanedir. (e;,e;) = d;;
(1 = j igin 1 diger durumda sifir anlaminda) H’nin bir ortonormal tabani
(e;)f, vardir. Ortonormal taban igin (10.37) da gegen katsayilarin ¢; = (v, ¢;)
oldugunu kanitlayiniz ve

(10.38) T:H —C", T(v)=((v,e;))

nin

(10.39)  (u,v) = > (Tw)i(Tv)i, ully = |Tullen, w,v€H

7

ozelligini saglayan bir izomorfizma oldugunu kanitlayiniz. Ni¢in sonlu boyutlu
onHilbert uzay1 bir Hilbert uzayidir?
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(Cézim 2. H’nin sonlu boyutlu bir (6n)Hilbert uzay1 oldugu kabul edildiginden,
bir v;, © = 1,...,n tabam vardir. Bu taban n-adimda ortonormal bir tabanla
degistirilebilir. Tlk olarak v, vektoriinii e; = vy/||vy]| ile degistirelim. Taban
vektorlerinin dogrusal bagimsizligindan ||vy|| # 0 dir. Simdi de vy vektoriini

(1040) €y = w2/||w2||,w2 = Uy — (UQ, 61)61

ile degistirelim. Burada ws_Le; oldugu i¢garpim alarak goriiliir. vs,eq dogrusal
bagimsiz olduklarindan, we # 0 vardir. Sonlu tiimevarimla k < n igin vy, ...., v
vektorlerini ortonormal ve v; ler ile ayni uzayi geren ey, ..., e ile degigtirdigimizi
kabul edelim. vy, vektorini asagidaki;

k
(10.41)  epy1 = Wi /|| Wi ||, Wit = v — D (Vkt1, €1)es
i=1
ile degistirelim. Icarpim alarak Wgr1lLe;, 1 = 1,...0k ve v; ler dogrusal

bagimsiz olduklarindan, w1 # 0 elde ederiz. Dolayisiyla, ortonormal kiimemizin
oge sayisini ayni ozelliklere sahip olacak bigimde bir 6ge artirttik. Bu nedenle
taban ortonormal hale getirilebilir.

Simdi her v € H igin

(10.42) ¢; = (u,€;)

olsun. Buradan elde edecegimiz sey, U = u — >_!' ; vektoriiniin her e;’ye dik
oldugudur. Nedeni ise;

(10.43)  (u, ;) = (u,ej) = > _ciles,e5) = (u,ej) —ej =0

olmasidir. Buradan U = 0 elde edilir. Cinkii U = Y, d;e; yazildiginda her
iicin d; = (U,e;) = 0 bulunur. Simdi (10.38) deki doniigiimiint diigiinelim.
Biraz once kanitladigimiz sey bu dontigiimiin bire-bir oldugudur ¢iinki Tu = 0
tiim ¢; = 0 ve dolayisiyla u = 0 vermektedir. ¢; sayilar1 u vektoriine dogrusal
olarak bagl ve iccarpim ilk degiskende dogrusal olduklarindan, 7' dogrusal
bir déntigiimdiir. Her ¢; € C i¢in u = Y ¢;e; (10.42) nedeniyle ¢; sayilarimi
verdiginden, 7" 6rten bir doniigiimdiir. Boylelikle 7" dontisiimiiniin esasinda bir
izomorfizma oldugunu buluruz. (10.39) daki ilk 6zdeslik, agagidaki hesaptan
elde edilir:

(10.44) > (Tw)i(Tv); =D (u, ;) = (u, > _(u,€)e;) = (u,v)

=1 7



Burada u = v alarak, ||TU||c = ||u||g buluruz.

Standart normu ile donandiginda CV uzayinin tam oldugunu biliyoruz. 7' de
bir izomorfizma oldugundan H deki Cauchy dizilerini CV uzayimdaki Cauchy
dizilerine resmeder. Ustelik 77!, CN uzaymdaki yakinsak dizileri H deki
yakinsak dizilere gotiirdiigiinden H deki her Cauchy dizisi yakinsak ve H
tamdir.
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