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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009

DERS 11. KAPALI KONVEKS KQ’MELER VE UZUNLUGUN
MINIMALLESTIRILMESI

Yeni kavramlar1 ogrenecegiz. Bunlar gesitli ders kitaplarinda ve ders not-
larinda var.Bu nedenle bunlar1 6zet olarak verecegiz.

(1) Konveks kiimelerde uzunlugun minimallestirilmesi

Asagidaki sonug i¢in Hilbert uzaym ayrilabilir olmas1 gerekmez ve baz yeni
sonuclarin, ozellikle de tiim genelligi ile Riesz Temsil Teoreminin kanitlanmasina
olanak verir.

Onerme 17 Bir Hilbert uzay1l H'nin altkiimesi C' asagidaki ozellikleri saglasin.

(a) bog kiimeden farkl,

(b) kapal,

(¢) konveks, yani vy, v, € C ise 3(v; +v2) € C,

Bu durumda orijine en yakin bir v € C' noktas1 vardir. Yani

(111) olly = inf [l

Kanit. Infimumun tanimi geregi ||v,|| — d = inf,cc ||u|| olacak bigimde
C' de bir (v,) dizisi vardir. (v,) dizisinin yakinsak oldugunu gosterecegiz ve
bunun limit noktasi aradigimiz nokta olacak. Paralelkenar kurali

Vp + Uy ||

2

|lvn]| — d oldugundan, N yeterince biiytk segilerek verilen her ¢ > 0 ve her

n > N igin 2||v, || < 2d% + % saglanir. Konvekslikten dolay: W € Cve

’2 > d?. Bunlan birlestirerek

2 2 2
(11.2) o = || = 2[Jon]” + 2[lvm[|” — 4

dolayisiyla

Un+Um
2

(11.3) n,m > N=u e O, ||ul|y <4d* + € — 4d*

elde edilir, dolayisiyla (v,) Cauchy dizisidir. H tam oldugundan v, — v € C,

clinkii C' kapalidir. Ustelik norm siirekli ve dolayisiyla ||v|| 5z = lim,, oo [|0n|| =
d.

Boylece v'nin varhigini gosterdik. Tekligi ise yine paralelkenar kuralindan
elde edilir. v ve v C'nin iki noktasi ve ||v||=|v'|] = d ise % e C ve
dolayisiyla
2

v+
<0=v=1"

(11.4) o =" = 2]jo))* + 2]}/]* — 4
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(2) Diktiimleyenler
Onerme 18. H bir Hilbert uzay1 ve W C H bir altuzay ise

(11.5) Wt={uec H:(u,w)=0 Ywe W}
bir dogrusal altuzaydir ve W N W+ = {0} dir. Ayrica W kapal ise
(11.6) H=W oW+

dir. Yani her v € H icin u = w + w' olacak bicimde tek w € W ve tek
wt € W+ vardir.

Kanit. (11.5) deki W-nin dogrusal altuzay oldugu onu tanimlayan kosuldan
goriiliir. uw € Wt ve u € W ise ulu, tammdan, (u,u) = |jul> = 0 ve u = 0
elde edilir.

Simde W’nin kapali oldugunu varsayalim. W = H ise W+ = {0} ve bu
durumda gosterecek birgey yoktur. Dolayisiyla v € H ve u ¢ W olsun.

(11.7) C=u+W={d e H: v =u+w,weW}

kiimesini ele alalim. Bu durumda w,,, W de bir dizi olmak iizere, u), = u + w,
i¢in u], ile w, nin yakinsak olmalar1 denk olduklarindan C' kapahdir. u € C
oldugundan C' bos kiimeden farkhdir. «' = u+w' ve v’ = u+w” elemanlarinin
C de olmasi # =u+ # € C olmasini gerektirdiginden C' konveksdir.
Béylece yukaridaki sonugtan uzunlugun minimallestirilmesi uygulanarak ||v|| =

inf, o ||u/]| esitligini saglayan tek bir v € C bulunur. Iddiamiz v'nin W'ye
dik oldugudur -iki gercel boyutta bir resmini ¢izmek yararli olacaktir! Bunu
gormek icin keyfi w € W noktasini alalhm ve A € C olsun. Bu durumda
v+ Aw € C ve

(11.8)  [Jv+dw|® = [[o]]* + 2Re(A(v, w)) + [A]*|w]”.
e (v,w) = |(v,w)| > 0 olacak bicimde \ = te secelim. Gdosterilmek istenen
(11.9) (2 |(v,w)| + t{jw]*) > 0Vt € R = |(u,w)| =0

anlaminda ||v|| nin minimal oldugudur.
Bu gercekten verilen u ¢ W icin insa edilen v € W+ vektoriiniin v = v + w
sagladigimi verir. Teklik, 0 nin 040 ayrigtirmasina indirgeneceginden, (11.6) y1
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biricik ayrigtirmayla verir. Bu da W N W+ = {0}"1 demektir.

(3) Riesz Theoremi : Bu sonuglarin en 6nemli uygulamasi Riesz Temsil
Teoreminin kanitlanmasi i¢indir (Hilbert uzaylar i¢in 6lgtimle ilgili bir bagka
uygulamasi vardir).

Theorem 7 H bir Hilbert uzay: ise verilen stirekli dogrusal fonksiyonel 7' :
H — C i¢in

(11.10) T(u) = (u,¢), Yue H
olacak bicimde tek bir ¢ € H vardir.

Kamnit. (a) Onceki 6nteorem kullanilmadan 10. dersde hizlica verilen kanit
verilecek. T sifir fonksiyoneli ise w = 0, (11.10)'m saglar. Diger durumda
T(u') # 0 olacak bigimde v’ € H vardir. u = %q;,) diyelim. v € H ve T'(u) =1
dir. Boylece

(11.11) C={ue H :Tu) =1} =T""{1})

bog kiimeden farklidir. 77nin siirekliligi ve ikinci bigimi, bir stirekli fonksiyonun
ters gortintiisii altinda kapah bir kiimenin gortintiisii kapal oldugundan, C'
kapalidir. Ustelik

u+u' (T(u)+T(u'))

7 )= 2
oldugundan C' konveksdir. Boylece minimal uzunlukta olan bir v € C' noktasi
vardir. Yukaridaki kamitta oldugu gibi, buradan her w € W ve A € C i¢in
v+ Mw|® > ||lv||? elde edilir ve buradan da v € W+ bulunur.

Kanita agagidaki gibi devam edilir.

(b) Yukaridaki diktiimleyeni kullanarak 11. dersde verilen kamt burada
tekrarlanacaktir. T stirekli oldugundan sifir uzay1

(11.13) W =T"*{0}) ={u € H:T(u) = 0}

(11.12) T

kapali dogrusal altuzaydir. Boylece yukaridaki Onerme 18 geregi
(11.14) H=W e Wt

vardir. Simdi, eger T = 0 fonksiyoneli ise W = H ve E+ = {0} ve w = 0
secimi (11.10) i¢in ¢aligir. Diger durumda W de olmayan v' € W+ vardir, yani,
T(v') # 0 ve boylece v € W+ ve T'(v) = 1 saglanir. Buradan her v € H icin
u — T'(v)v agagidaki ifadeyi saglar:

(11.15) T(u—T(uw)v)=T(u) —T(uw)T(v) =0=>u=w+T(u)v, weW.
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- o . 2 e o oy
) - ) - . ) - 2
(w,v) = 0 oldugundan (u,v) = T'(u)||lv]|". Boylece, eger ¢ P 1se

(11.16) u=w+ (u,9)v = T(u) = (u,p)T(v) = (u, P)

dir UJ

(4) Smirli déniigtimlerin eslenikleri.

Riesz Teoreminin bir uygulamasi olarak bir Hilbert uzayinda simnirhi her
dontigiimiin,

(11.17) A:H — H, |Hulyz <Clully YueH,
nin tek bir tane esglenik doniisiimii oldugu gosterilmisti. Yani
(11.18) (Au,v)y = (u,A*v) Yu,ve H

olacak bicimde tek bir tane simirh A* : H — H dontsiim vardir. A*'nin
varhigini gormek icin, A*v diginda, her bir v € H igin A*v’'nin nasil olmasi
gerektigini gormemiz gerekir. (11.18) deki gibi bir v’yi sabitliyelim. Yani

(11.19) H—-C, u— (Au,v)eC
yi ele alalim. Bu dogrusal dontisimdiir ve
(11.20)  [(Au, 0)| < [[Aul|gllvlly < (Cllollg)ull 2

oldugundan simirhdir. Béylece H da v’ye bagh bir stirekli dogrusal fonksiyonel
vardir. Aslinda bu agagidaki iki siirekli fonksiyonelin birlesimidir:

(11.21) H—H —-C, u— Au,w — (w,v).

Riesz teoremi geregi H da tekbir eleman vardir, bunu A*v ile gosterelim (A*
sadece v’ye bagh oldugundan),

(11.22) (Au,v) = (u, A*v), Yue H

saglanir. Boylece A* : H — H tamimlanir fakat dogrusal ve siirekli oldugunu
kontrol etmeliyiz. Dogrusallik Riesz teoreminin teklik kismindan goriiliir.
Boylece vi,v9 € H ve ¢q,co € C ise

(11.23)  (Au, c1v1 + coua) = T1(Au, vy1) + 2 (Au, v7)
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=Ci(u, A*vy) + G (u, A™vg) = (u, c; A9 + o A%vy),

burada A*v; ve A*vy nin tamimlar1 kullanilarak, teklikten dolayi, A*(civ; +
coUg) = c1 A%y + ca A vy oldugu elde edilir.

Cauchy esitsizliginin optimalliginden

(1.2 il = sup |(w,0)]

(dogru mu? degil ise u = ol aliniz.) ve buradan da

(11.25)  [[A*v]| = sup |(u, A)| = sup |(Au,v)| < [[A]l[jv]

[[uf| =1 llull=1

elde edilir. Boylece
(11.26)  [[A"]| < [|A™]].

(A*)* = A olmasindan, bu esitsizligin tersi de dogrudur ve boylece
(11.27)  [lA[] = [[A"]

bulunur.
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