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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009

DERS 12. KOMPAKT KUMELER, ZAYIF KOMPAKT
KUMELER VE ZAYIF YAKINSAMA

Bir metrik uzayin bir altkiimesiyle ilgili 6zelliklerden biri bu kiimeden alinan
bir dizinin yakinsak bir altdizisinin varligi ve limitin bu kiimede olmasiyla ilgi-
lidir. Bu o6zellige denk olan 6zelliklerden biri, bu kiimenin her agik ortiisiiniin
sonlu bir agik altortiisiintin olmasidir (Bu denk kosul genel topolojide oldukca
kullanighdir ve topolojik uzaylarda da gegerlidir). Dolayisiyla ayrilabilir Hilbert
uzaymda bir kompakt kiime kavrami kesinkez bellidir. Bu haftanin problem-
lerinde kompakt kiimenin gesitli betimlenisleri ayrintilari ile ele alinacaktir.

Bir metrik uzayda genel sonuclardan biri kompakt kiimenin kapali ve sinirh
olmasidir, dolayisi ile bu genel sonug¢ Hilbert uzaylarinda da dogrudur. R"
ya da C" de (ve bdylece sonlu boyutlu normlu uzayda), Heine-Borel teoremi
bunun tersini verir, yani kapali ve sinirhh kiime kompaktir. C" de bir dizinin
yakinsakligi her bir koordinatina karsilik gelen dizinin yakinsak olmasina denk-
tir, bunun icin 6nce R den C ye ve oradan da C" ye gecilir. Bu durum son-
suz boyutta dogru degildir-kapali ve smirli bir kiimenin kompakt oldugunu
gostermek icin bazi ek kogullara ihtiyacimiz vardir.

Bir metrik uzayda, bir dizinin s : N — M elemanlar1 ve bu dizinin limit
noktalarindan olusan S kiimesi her zaman kompaktir. Burada S kiimesi s'nin
goriintli kiimesi ve bu goriintii kiimesinin limit noktalarindan olusan kiimedir
( Tam sayilardan metrik uzayda degerler alan bir fonksiyonun goriintii kiimesi
olarak ta diiginebilecegimiz bu kiime dizinin yakinsayan altdizilerinin limit-
lerini de igine alir). Bu kiime, ilk noktanin diger noktalara olan uzakhgi sinirl
oldugundan, kesinlikle sinirhidir. Bu kiimeden alinacak bir dizi ilk dizinin ele-
manlarinin keyfi sirada alinmig ve belki de tekrar edilmig 6gelerinden olusur.
Ancak ogijinal dizinin 6geleri de tekrar edebileceklerinden, se¢ilen yeni dizinin
damgalar tek degildir. Bu kiime, kolayca goriilecegi gibi, kapaldir. Ustelik
M\ S acik oldugundan S kapalidir-bir p € M\ S noktasi limit noktasimndan sifir
olmayan sonlu d(p, s), uzaklikta oldugundan, B(p, d(’;’s)), S’nin sadece sonlu
sayida elemanin icerebilir, ve boylece yari-cap1 daha kiigiik bir agik kiireyle
kesigmez.

Onteorem 6. Bir Hilbert uzayda yakinsayan bir serinin izi her ortonormal
diziye gore kuyrugu kiiclik-es olan bir dizidir, yani e, bir ortonormal dizi ve
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U, — u ise verilen her ¢ > 0 icin

(12.1) Y [(up,en)]? < €@ Vn.

k>N

olacak bicimde N vardir.

Kanit. Bessel esitsizliginden dolay1 her v € ‘H icin

(12.2) | en)l” < [lul’

vardir. Bu serinin yakinsamasi, yeterince bityiik V se¢imiyle, (12.1)nmin dizinin
her bir elemani u,, ya da limiti u i¢in ayarlanabilecegi anlamindadir, yani verilen

e > 0’a karsilik
2

€
(12.3) 3 J(u,ep)]? < 3
k>N’
olacak bigimde N’ secilebilir. Aslinda, tam olup olmadig1 énemli olmayan (ey)
bir ortonormal dizi i¢in tanimlanan

(124) P:H —H, P(u)= Z(U, ex)exk

k

siireklidir ve dontigim normu en fazla birdir. Gergekten Bessel esitsizliginden
2 2
|Pul|” < ||ul|”. Bunun

(12.5) Pyu= Y (u,ex)ey

k>N

va uygulanmasiyla u,, — u yakinsamasi, normda || Pyu,|| — || Pyu|| yakinsamasim

ve dolayisiyla
(12.6) > |(u, er)]? < €
k>N

olmasini gerektirir. Dolayisiyla n > n/, N = N’ igin (12.1)’1 ayarladik. Elbette
bu egitsizlik N'nin artan degerleri i¢in de dogrudur. n < n’ i¢in yeterince
biiyiik N segerek yeniden ayarlayabiliriz. Bu gercekten (12.1) nin yeterli bitytik
N secimiyle her n i¢in ayarlanabilecegini gosterir.

Bu sonucu kullanarak bir Hilbert uzayinda bir kiimenin kompakthginin kul-
lanigh bir betimlenisi asagidaki gibi verebiliriz.
Onerme 19. ‘H aynlabilir bir Hilbert uzay: olsun. Bir altkiime K C H nin
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kompakt olmast igin gerekli ve yeterli kogul K 'nin sinirli, kapali ve her ortonor-
mal tabana gore kiigiik-es kuyrugu olmasidir.

Kamt. Kompakt bir kiimenin kapali ve smnirli oldugunu biliyoruz. Bazi
ortonormal tabana gore kuyruk kisminin eg kiigiik-eg kogulunu saglanmadigini
varsayalim. Yani bazi € > 0 ya gore verilen her N igin

(127) Y [(un, ex)]? > €

k>N

olacak bi¢imde uy € K bulunabilsin. Bu durum, kanitlanan onteorem ile
celiseceginden, (uy) dizisinin yakinsak bir altdizisi yoktur, ve boylece K kom-
pakt degildir.

Boylece bir kiimenin kompakt olmasi i¢in kapali, sinirhi ve kuyrugun kiiciik-
eg olma kogulunun gerekliligi kanitladik. Geriye bunlarin yeterli oldugunu
gostermek kaliyor. Dolayisiyla K'nin kapali, sinirli ve bir ortonormal e, ta-
banina gore kuyrugun kiigiik-es olma kogulunun saglandigini varsayalim ve (u,,)
K da bir dizi olsun. (u,) dizisinin sadece Cauchy oldugunu gostermek yeter-
lidir, ¢inkii bu durumda ‘H tam oldugundan yakinsayacaktir ve K ’'nin kapal
olmasindan dolay1 da limit noktas1 K’da kalacaktir. k sabit olmak iizere C de
(un, ex) dizisini ele alahm. K’nin sinirh olmasindan dolay1 bu dizi sinirhidir:

(12.8)  |(un, ex)| < [Jun < C.

Heine-Borel teoreminden | — oo igin (uy,,,e;) dizisini yakinsak yapabilecek
bicimde, w,, dizisinin bir w,, altdizisi vardir.

Bu tartigmay1 k = 1,2, ... i¢in uygulayabiliriz. Bunlardan ilki olan (u,, , €;)dizisinin
yakinsak olacak bigimde bir u} altdizisi vardir. Bu altdizinin de ul, (u2,es)
yakinsak olabilecek bigimde, bir (u2) altdizisi vardir. Bu sekilde olugturulan
(uy,) altdizilerin kogegenine gegerek yeni bir altdizi elde ederiz. Bu altdizin
k'ninc: 6gesi, k'ninc altdizinin £’inci 6gesidir. Bu altdizi icin ((u,,) diyelim),
(un,, er) dizisi her k igin yakinsaktir.

Kisa gosterim olarak (u,,) dizisini (v,) ile gosterecek olursak ve Bessel
6zdegligini diigtiniirsek (varsayimdan dolay e ortonormal kiimesi tamdir) C’de
paralelkenar kuraliilkesi kullanilarak ;

[on = vasallze = D 100 = vngas ) + D2 (00 = vngr )
k<N k>n

(12.9)
<3 (0 = vags ) 23 [(vns ) * +2 3 [(vngss )|

k<n k>n k>n
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elde edilir. Bu toplami € den kiiciik yapmak icin son iki toplami % kiictik

yapacak bigimde yeterince biiylik NV segebiliriz ve bu kuyrugun kiiciik-eg olmasi
nedeniyle her n ve [ i¢in yapilabilir. Ilk toplamdaki terimlerin herbirini, her
biri sonlu toplam olan (v, e;) dizisinin iizerinde Cauchy kogulu kullanarak her
[ > 0 igin, % den kii¢iik yapacak bicimde yeterince biiytik n secilsin. Boylece
(Un), (u,)mn bir Cauchy altdizisidir ve dolayisiyla dikkatiniz ¢ekildigi gibi K
iginde yakinsaktir. Bu K'nin gergekten kompakt oldugunu gosterir.C].

Fourier-Bessel serisinin katsayilar1 olan (u,,ey) dizilerinin 'nin yakinsiyor
olma fikrinin genellegtirilmesi uygun olur.

Tanym 6. Bir Hilbert uzay1 ‘H da verilen bir (u,) dizisi norm smirh ve her
v € H i¢in C de (uj,v) — (u,v) ise dizi, u € H noktasma zayif yakinsiyor
denir. Bu durumda
(12.10) w, —u

yazilir.

Daha sonra goriilecegi gibi (||u,||) dizisinin simirlhihigr ve w'nin varligi kosullar
gerekli degildir. Bir dizinin zayif yakinsak olmasi icin gerekli ve yeterli kogul
her v € H igin (u,,v) dizisinin C de yakinsak olmasidir. Tersine, simrhlik
ve 'zayif limit’ v € ‘H nin varlik aksiyomunu koymak sonucu degistirmez. w
ve u' noktalar1 w, dizisinin zayif limit noktalar1 oldugunda her v € H icin
(u — v, v) = limy_ oo (tp, v) — lim, oo (uy,v) = 0 olacagindan, v = u — o’
almmasiyla v = v’ elde edilir, ve boylece zayif limit tektir.

Onteorem 7. Yakmsak (kuvvetli) bir dizi zayif yakinsaktir ve limit ayndir.
Kanit. Bu i¢ccarpimin stirekliligidir. w,, — u ise her v € 'H i¢in

(12.11)  |(un, v) = (u,v)] < [Jun — ulf [[ul] = 0.

Bu dizinin zayif yakinsadigimi gosterir.

Simdi birkag sey daha kanitlanacak ve digerleri odev olarak birakilacaktir.

Onteorem 8. Ayrilabilir Hilbert uzayimda zayif yakinsama bir ortonormal
tabana gore kordinatlarinin yakinsamasina denktir.
Kanit. e bir ortonormal taban olsun. wu, dizisi zayif yakinsak ise her k
icin (uy,,ex) — (u,eg) dir. Tersine bunun simirh bir dizi igin dogru oldugunu
varsayalim, bu durumda her k i¢gin C de (u,, ex) — ¢, dir. Bu durumda norm
sinirliliktan ve Bessel esitsizliginden, her p igin

(12.12) > fexl” = lim 3 [(un, ex)[* < C%sup [fuy||*

k<p k<p
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elde edilir. Bu (¢;) € [? verir ve boylece, H'nin tamhgindan dolayt,

(1213) uw=) wyey € H
k

dir. Her k igin (un,er) — (u,ex) oldugu agiktir. Geriye her v € H igin
(tn,v) — (u,v) oldugunu gostermek kaliyor. Bu ej’larin sonlu dogrusal birlegimleri
i¢in kesinlikle dogrudur. C, ||uy,||"lerin bir smir1 ve her v i¢in v, = >, (v, ex)ey,
v’nin Fourier-Bessel serisinin sonlu kismi olmak iizere

(12.14)  (up,v) — (u,v) = (tn,vp) — (U, V) + (Un, v — vp) — (U, v —v,) =

|(un; 0) = (u, )] = [(un, vp) = (u,0p)| +2C [[v = vy

olarak yazabiliriz. v, — v, yakinsamasi (12.14) deki son terim, n den bagimsiz
olarak yeterince biiytik p secimiyle, kiiciik yapilabilir. vy, e;’larin sonlu dogrusal
birlesimi oldugundan, secilecek biiyiik n lerle sondan ikinci terim de kiiciik
yapilabilir. Bu gercekten her v € H i¢in (u,,v) — (u,v) oldugunu gosterir,
yani u,, dizisi u’'ya zayif yakinsar.

Onerme 20. Aynilabilir bir Hilbert uzaymda simirh bir (u,) dizisinin zayif
yakinsayan bir altdizisi vardir.

Bu, ayrnlabilir bir Hilbert uzayinda kapali ve sinirli bir altkiimeye zayif kom-
pakt’ denecek olunursa, Heine-Borel teoreminin sonsuz boyutlu bir bigimi
olarak disiiniilebilir.

Kamt. Bir ortonormal e;, tabam secelim ve Onerme 19 daki iglemi verilen
siurl diziye uygulayarak her k icin (u,,,ey) yakinsak olacak bicimde (u,,)

altdizisi secelim. Onceki Onteorem’den bu altdizi zayif yakinsaktir.[J

Onteorem 9. Zayif yakinsayan bir dizi u,, — u igin
(12.15)  ||u||< Lminf|| w,||

saglanir.
Kanit. Bir e, ortonormal tabani secelim ve agagidaki esitligi gozlemleyelim:

(12.16) 3 (e > = Tim I, ex)]P
k<p
Sag taraftaki dizi p den bagimsiz olarak siirli oldugundan, lim inf tanimindan
dolay1
(1217) > [, ex]|* < liminf [, ||,

k<p
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elde edilir. p — oo i¢in limit alinarak, buradan
Jul® < lim inf |2t ||

elde edilir. Buradan da (12.15) goriiliir.
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PROBLEMLER 6

Ip ucu: Onerecegim yardimer goriigler yararh olmayabilir, o agidan bu goriiglere
fazla odaklanmamalidir.

Problem 6.1 H ayrilabilir bir Hilbert uzay: olsun. Bir K C H kiimesinin
kompakt olmasi icin gerekli ve yeterli kogul sinirli, kapali ve K da zayif yakinsayan
her dizinin kuvvetli yakinsak olmasi oldugunu gosteriniz.

Ip ucu: Bir yon icin smurh her dizinin zayif yakinsayan bir altdizisinin
oldugunu gosteriniz.

Problem 6.2 Ayrilabilir bir Hilbert uzayinda zayif yakinsayan bir (v,,) dizisinin
(kuvvetli) yakinsak olmasi igin gerekli ve yeterli kogulun zayif limit v’nin

(12.19) vl =l flva |l

kogulunu saglamasi oldugunu gosteriniz.
Ip ucu: Asagidaki esitligi gostermek yeterlidir.

(12.20)  (vn — v, 0y — ) = ||va]|* = 2Re(vy, v) + ||v|°.

Problem 6.3 Bir Hilbert uzay1 H nin altkiimesinin kompakt olmasi igin
gerekli ve yeterli kogulun kapali, sinirli ve 'sonlu boyutlu yaklasim’ 6zelliginin
olmasi, yani, her € > i¢in

(12.21) d(K,Dy) =sup inf {d(u,v)} <e

weK VEDN
olacak bicimde sonlu boyutlu bir Dy C H dogrusal altyuzayin olmasidir
gerektigini gosteriniz Ip ucu: Gerekliligi géstermek icin her ortonormal tabana
gore bir kompakt kiimenin kiiclik-eg kuyruk ozelligini kullaniniz. Sonlu boyutlu
yaklagim kosulunu kullanmak i¢in K da zayif yakinsayan dizinin yakinsadigini
kullaniniz, konvekslik sonucunu kullanarak Dy'nin v,’ye olan en yakin nok-
tas1t v), olmak tizere Dy de (v],) dizisini tanimlayimmz. o], nin zayif ve boylece
yakinsak oldugunu gésteriniz ve buradan da (v,) dizisinin Cauchy oldugunu
goruniz.

Problem 6.4 A : H — H smirh ve A(H) sonlu boyutlu olsun. (v,) zayif
yakinsak is Av,, dizisinin H da kuvvetli yakinsadigini gosteriniz.

Problem 6.5 Hy, ve Hy iki farki Hilbert uzay1 ve A : Hy — Hy smirh bir
dogrusal doniigiim olsun.

(1222) (Aul,ug)HQ = (ul,AZQ)Hl Vul S Hl,'LLQ € H2
olacak bigimde tek bir tane (eglenik) A* : Hy — H; simirli dogrusal déntigtimiin

oldugunu gosteriniz.
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PROBLEMLER 5’IN COZUMLERI

Asagidaki cesitli yerlerde Lebesgue Smirli Yakinsama teoremini kullanmay1
diigintiniiz.
Problem 5.1 f : R — C, £L(R) nin bir eleman1 olsun. F;, asagidaki gibi

(12.23) ze[-L,L] igin fr(x)= f(z) ve diger durumda 0

olarak tammmlansin. f;, € L2(R) ve L — oo i¢in [|fL — f| — 0 oldugunu
gosteriniz.

(Céziim. [—L, L]'mn karakteristik fonksiyonunu x ile gosterelim. Bu du-
rumda fr, = fxr. fn, h.h.y f'ye yakinsayan basamak fonksiyonlarin mutlak
toplanabilir bir serisi ise, [|fuxz| < [|fn] oldugundan ve f,x; dizisi f; ye
h.h.y yakinsadigindan, f,x; mutlak toplanabilirdir. Dolayisiyla f; € L£}(R)
dir. Her z € R i¢in, L — oo iken |fr(z) — f(x)] — 0 ve |fr(z) — f(z)] <
|fo(x)| + |f(x)] < 2]f(x)]. Dolayisiyla, Lebesgue siirli yakinsama teore-
minden, [ |f — fr| — 0 elde edilir.

Problem 5.2 f : R — R fonksiyonu yerel integrallenebilir, yani, her L € N
i¢in, g, olarak tanimlanan

(12.24) z e [—L,L] igin gr(z) = f(z) ve diger durumda 0

fonksiyonun Lebesgue integrallenebilir olsun.
(1) Sabit L igin

gr(z) € [-N,N] ise ¢ (x) = gr()
(12.25)

gr(x) >N ise gi(@) =N, gr(x) <N ise g (z)=-N

(N)

olarak tanimlanan g; "’ fonksiyonunun Lebesgue integrallenebilir oldugunu gosteriniz.

(2) N — oo igin [ ‘g(LN) — gL‘ — 0 oldugunu kanitlayimiz.
(3) Asagidaki ozellikte basamak fonksiyonlarin bir (h,,) dizisi oldugunu gésteriniz:

(12.26) h,(z) — f(z) h.hy €R

(4) thL) fonksiyonu asagidaki gibi tamimlansin:
@ [-L, L] ise B =0, hu(z)e[-N,Nl,ze[-L,L] ise hY =h,(x)
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(12.27)
_ : (N) _ _ _ : Ny _
v€[~L, L], hy(x) >N ise h,y =N, hy(r)<-N,xec[-LL| ise h,; =—N.

n — 0 igin [ ‘hiLNL) — g(LN)‘ — 0 oldugunu gosteriniz.

Cozum.

(1) xz, [-L, L'min karakteristik fonksiyonu olmak iizere tanim geregi g(N) =
maks(—Nxr,min(Nxz,gr)) oldugundan, bu fonksiyon £!(R) icindedir.

(2) Her z € R icin ¢\ (z) — g1.(z) ve ‘g(LN)‘ <|gr(z)| oldugundan Lebesgue
Siirh Yakinsama teoreminden dolay1, dizi noktasal olarak 0 a yakinsadigindan
ve tstten 2|g(z)| ile simirh oldugundan, L' de g(LN) — g1, yani N — oo icin
J ’gILV — gL’ — 0 vardir.

(3) Sp.n dizisi h.h.y g, fonksiyonuna yakinsayan basamak fonksiyonlarm bir
dizisi olsun. Ornegin, g7 'ye yakinsayan basamak fonksiyonlarm mutlak toplan-
abilir serilerin kismi toplamlari dizisini alabiliriz-integrallenebilme varsayimindan
dolay1 boyle bir dizi vardir. Sy, dizisini Sz, x; ile degistirerek [—N, N]
diginda sifir oldugunu varsayabiliriz, bu durumda dizi yine g;’ye h.h.y yakinsar.
Asagida h,, dizisini tanmimlayalim:

1<k<nzelk,—-k\[k-1),—(k—=1)] ic¢in h,(z) = Sk,k(z)

(12.28)
r€R\[-n.n| i¢in h,(z)=0

olarak tanimlansin. Her n i¢in h,, basamak fonksiyonlarin bir toplami oldugundan
bu dizi basamak fonksiyonlarin bir dizisidir- ve yeterince bityiik L i¢in [L, —L]\
[—(L—1),(L—1)] de Spn—r, — g1. Buradan da, 6lgiimleri sifir olan sayilabilir
kiimelerin birlegimleri diginda h,(z) — f(x) oldugu ve bdylece yakinsamanin
h.h.y yakinsama oldugu goriiliir.

(4) Bu ilk problemin tekraridir. thNL) — g(LN) hemen heryerde ve ’hfj\?’ <

Nz, dolayisiyla i) € L1(R) ve n — oo icin [ |nY) = ¢{"| = 0.

Problem 5.5 £L*(R)’'nin bir Hilbert uzay1 oldugunu gésteriniz-bu konunun 6zii
oldugu i¢in detaylarin ozenle yapilmasi yararh olur.

L%(R) kiimesinin elemanlarmi f : R — R yerel integrallenebilir ve |f|°
integrallenebilir olan fonksiyonlar olarak tanimlayalim.

(1) f fonksiyonu igin h,, segelim ve g, g(LN) ve hM) yi (12.24), (12.25) ve
(12.27) deki gibi tamimlayalim.
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(2) Sabit N ve L igin hleL) 'yi kullanarak g(LN) ve (g(LN))2 fonksiyonlarimin
L'(R) da oldugunu ve n — oo igin [ ‘(hglNL))Q — (g(LN))Z’ — 0 oldugunu gosteriniz.
3) (g1)? € LY(R) ve N — ooigin [ ‘(g(LN))2 — (gL)2‘ — 0 oldugunu gosteriniz.

(3)
(4) L — oo igin [ |(gz)* — f?| — 0 oldugunu gosteriniz.
(5) f,g € L2(R) ise fg € LY(R) ve

(1220) |[ so| < [ 1501 < W lisllghiss NgliZe = [ 147

oldugunu gosteriniz.
(6) Bu sonuglar1 kullanarak £'(R) nin bir vektor uzay1 oldugunu gosteriniz.
(7) NV sifirnmst fonksiyonlar olmak tizere L*(R) = £3(R)/N boliim uzaymin
bir Hilbert uzay1 oldugunu gosteriniz.
(8) Tartigmalar: kompleks degerli fonksiyonlar igin genigletiniz.

Cozum.

(1) Yapild: sanirim. hfj? olmali.

(2) ¢ € £1(R) oldugu kontrol edildi. Aym fikir (g\")’ye uygulanr, yani
(hS’VL))2 — ¢ hemen heryerde ve her ikisi de N2y, ile smirl olduklarmdan
Lebesgue Simirh yakinsama teoremi ile

(B2 = (g2 < N2xphohy = (68V)% € L(R)  ve
(1230) (b)) = (gi™)?] = 0 hhy

B0 = 2 <2Vt = [ = (6] =

(3) N — oo igin (g)? — (gr)? hhy ve (gi))? — (g2)* < f? dolaysiyla
Siirlh Yakinsama teoremi ile (g) € £ ve N — oo igin [ ‘(g(LN))2 — (gL)2‘ —
0.

(4) Aym1 Smirh Yakinsama teoremindeki fikir gibi : f? € L£Y(R) sir1 kul-
lamlarak, g2 — f2 ve [|g2 — f?| — 0 oldugunu gosterilir.

(5) Biitiin bunlar f,F = g € L*R) i¢in fg € LY(R) gostermek icindir.
Yukarida oldugu gibi f igin hg\;) ve g i¢in Hfl]’\z) basamak fonksiyonlar dizileri
ile yaklagilmigtir. Bu durumda £! de carpim dizisi-basamak fonksiyonlarin bir
dizisi- hemen heryerde

(12.31) A (@) HY () — gV ()G ()
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ve N2y, ile mutlak smurhdir. Smirl yakimsamadan dolay1 ¢ GYY) e £1(R).
N — oo i¢in bu dizi g(x)GL(x)’ye hemen hemen heryerde yakinsaktir ve
agagidaki simirlama vardir:

(1232) [V (@)CN @) < @) F@)] (2 + F?)

ve sinirh yakinsamadan limit g1 G, € L' dir. Son olarak L — oo icin aym fikir
fF € LYR) oldugunu gosterir. Ustelik |fF| € LY(R) ve

(1233) | [ 7)< [IFFI< 0P P e

burada gecen son esitsizlik Cauchy esitsizliginden elde edilir-arzu edilirse once
ilk yaklagim dizisi igin ve sonra limit alinmasiyla elde edilir.
(6) f,g € L*(R) gergel degerli ise f + g yerel integrallenebilirdir ve yukaridaki
tartigmadan

(12.34) (f +9)* = f+2fg +¢* € L'(R).
Sabit ¢ ve f € L2(R) icin ¢f € L2(R) oldugu aciktir.
(7) Yukarida £' igin verilen fikir L! i¢in de aymdir. Yani, [ f? = 0 ise hemen
hemen heryerde f2 = 0 ve bu f = 0 h.h.y olmasma denktir. Bu durumda,
h lar sifinms: fonksiyonlar olmak iizere, fh ve h? fonksiyonlar: sifirimsi ve
(f + h)* = f2+ 2fg + ¢* oldugundan, f + h fonksiyonlarin normlari f’nin
normu ile aynidir. Ayni sey igcarpim icin de dogrudur ve buradan sifirimsi
fonksiyonlara boliinmesiyle elde edilen boliim uzayinin

(12.35) L*(R) = L*(R)/N

bir onHilbert uzay: oldugu elde edilir.

Geriye tamhgr gostermek kaliyor. ([f,]) dizisi L*(R) de 32, || fall ;2 < o0 an-
laminda mutlak toplanabilir seri oldugunu varsayalim. Bu durumda budanmisg
dizi f,xr, L' de Cauchy esitsizliginden dolay1

(1236) [ fuxel < L3([ £2)}

mutlak toplanabilirdir. Burada F,, = Y-}_; fx alimirsa her L igin F),(x)x dizisi
hemen heryerde yakinsaktir. Dolayisiyla

(12.37) F,(xr) — f(x) hemen heryerde.
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LYnin tamhgmmdan dolay1 yerel integrallenebilir olan f fonksiyonunun f €
L?(R) oldugunu gostermek istiyoruz. Asagidaki diziyi ele alalm.

(12.38) g1 =Ff, go=F; —F;,.

Bu elemanlar £'(R) dedir ve n > 1 igin Cauchy esitsizliginden
(12.39)

Jlgal = [|F2 = F2| < 1B = Fuall o+ Pl < 1l o2 X Wil
k

burada tiggen esitsizligi kullanildi. Bu ashinda g,, dizisinin £ de mutlak toplan-
abilir oldugunu gosterir ve

(1240) Y [ 1gal < 2 full o).

Gergekten kismi toplamlar dizisi F?, f* € LY(R) ye yakinsar. Bu f € L2
oldugunu gosterir, tistelik

(12.41) n— oo icin /(Fn—f)2:/F3+/f2—2/an—>0.

Gergekten ilk terim [ f? ye yakmsar ve, Cauchy esitsizliginden, carpimlarin
serisi f,, f, L' de mutlak toplanabilir ve limiti f2 dir. Dolayisiyla iiciincii terim
—2 [ f? ye yakinsar. Bu L?(R) de [F,] — [f] oldugunu gosterir ve boylece
tamlig1 gostermisg oluruz.

(8) Kompleks durum i¢in dogrusalhgi kontrol etmeliyiz. f yerel integral-
lenebilir ve |f |2 € LY(R) olsun. f'min gergel kismi yerel integrallenebilir ve
yukaridaki tartismadan F EN) yaklagimi (F' L(N))2 <|f |2 esitsizligini saglayan
kare integrallenebilirdir ve sinirli yakinsamadan 6nce, N — oo ve sonra L. — oo
almarak, gergel kismin £%(R) de oldugu goriiliir. Simdi dogrusallik ve tamlik
gercel durumdan goriilir.

Problem 5.4

Asgagidaki dizi uzayini ele alalim.

(12.42) h*' ={c:N—=C, Z(l +7)g)* < o0}

J
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(1) Asagida tanimlanan

(1243) B> x h?' - C, (c,d) =< c,d>=> (1+%)c;d;

J

fonksiyonun Hermitsel bir iccarpim oldugunu gosteriniz. Boylece h?! bir Hilbert
uzayidir.
(2) Bu uzaydaki norm ||.||,, ile gdsterilsin ve I* deki norm ||. |, olmalk {izere

(12.44) B> C P, lelly < llellyy Ve e h™!
oldugunu gosteriniz. Cozium : Cauchy esitsizliginden

<ec d>= Z(l +j2)% S(1+7 )%)d
(12.45)
S+ 5221+ 2)2)d;| < (A + 7))+ 52)di]*)z

J J J

N

dolay1 tanimlanan seri mutlak yakinsak oldugundan iggarpim iyi tanimhidir.

Bu,
. 2,1
(1246) lellyy = (1 +5%)le;")2
J
ifadesi sadece biitiin ¢; lerin sifir olmas1 durumunda sifir oldugundan, sanki-
dogrusal ve pozitif tanlmhdlr Tamlik, {? icin oldugu gibi elde edlhr c™ bir
Cauchy dizisi ise (1+ j)zc Cauchy oldugundan, her kordinati c yakmsaktlr
c; limitleri, dizi sinirh ve A normlarin bir sinir1 olmak {izere,

N N
(12.47) Z L4 52)3]e;* = lim (1 +52)

Jj=1

2
gl <A

oldugundan, hA*! nin elemanlaridir. Hc(") — c(m)H < € ligerinden m — oo igin

h*!' de Cauchy kosulu ¢™ — ¢ verir.
(2) Her sonlu N igin

N
(12.48) > gyl Z + 7 le” < Nells
j=1
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oldugundan h?? C % oldugu aciktir ve N — oo icin

(1249) lelle < el

Problem 5.5 Ayrilabilir durum igin Riesz Temsil Teoremi’'mini dogrudan
kanitlayiniz.

Aynlabilir Hilbert uzayindan bir (e;) ortonormal tabam segilsin. 7' : H — C
sinirhi bir dogrusal fonksiyonel olsun. Asagidaki diziyi tanimlayalim.

(1) Baz1 sabit C' ler igin |T'u| < C||u||;; oldugunu hatirlayalim. Her sonlu N
icin
N
(1251) Y |wif* < C2
j=1
(2) (e;) € 1? ve
(1252) w=> we; € H

olduguna karar veriniz.
(3) Asagidaki ifadenin dogru oldugunu gosteriniz.

(12.53) T(u) =<u,w >y Yue H ve |T|=|wl|.

Cozim.
(1) Sonlu toplam wy = SN, wie; Hilbert uzaymm bir elemamidir ve normu
Bessel 6zdesgliginden dolayn, ||wN||?V =il \wi|2. Bunu acarak

N

(1254) T(wy) = T(wie) = Y wil(e) = 3 i

i=1

ve T'nin stirekliliginden
(12.35)  |T(wn)| < Cllunlly = llwnllf < Clunlly = llwxll < C

elde edilir, istenilen de budur.
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(2) N — oo almmasiyla sonsuz toplamin yakinsak oldugu ve ||lwy — w|| <
Sjon Jw?] N ile sifira gittiginden

(12.56) Y |lwi*<C?* = w=> we, € H

dir.
(3) Her u € H igin, (e;) lerin tamhgmndan dolayr uy = SN, < u,e; > e,
dolayisiyla, T"nin stirekliliginden

T(u) = lim T(ux)= lim g:<uez>T(e,)

N—o0 N—>oo

(12.57)

N
= lim ) <u,we; >= hm <u,wy >=< u,w >

Nﬂool 1

elde edilir, burada i¢ccarpimin stirekliligi kullanildi. Buradan ve Cauchy esitsizliginden
T[] = supyyy,,=1 1T (w)| < |lw| elde edilir. Tersiise T'(w) = [wl[3; esitsizliginden
gikar.
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