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DERS 13.BAIRE TEOREMI, DUZGUN SINIRLILIK, ZAYIF
YAKINSAK DIZILERIN SINIRLILIGI

9 Ders’te ele alinan Baire Teoreminin genigletilmis hali.
Teorem 8 Eger M bostan farkli ve tam metrik uzay, C,, C M Vn € N kapal
altkiimeler ve

(13.1) M =U,C,

varsa, (), lerden en az birinin i¢i bog degildir.

Kanit p; ¢ C segebiliriz ¢iinkii aksi halde C agik bir yuvar igerirdi. C}
kapali oldugundan B(py,€1) N Cy = ¢ saglayan €; > 0 varolmalidir. Simdi Cy
icinde olmayan py € B(pi,€/3) segelim. Bu miimkiindiir zira aksi durumda
B(p1,€1/3) C Co, €2 > 0, €2 < €1/3 ve B(pa,€2) N Cy = ¢ olurdu. Goriildiigii
gibi hem (% kiimesinin kapali oldugunu ve i¢inin bos oldugu gerceklerini kul-
landik. Timevarimla devam edecegiz. Sonlu p;,2 = 1,2,....k ve 0 < ¢, <
€r1/3 < €x_2/3% < ... < €/3F1 < 37% dizisi, hem p; € B(pj_1,€j-1/3) hem
de B(pj,¢;) N C; = ¢ saglasm. Simdi Cj nin ozelliklerini kullanarak pyq
noktasi bulacagiz. Cy kiimesinin i¢i bog degildir -yani - B(pg, €/3) olup, Cki1
kiimesinde olmayan bir py,; noktasi, tstelik €x1 > 0 igin €41 < €/3 igin
B(pr+1, €xs1) N Cry1 = ¢ nedeni ile bir bagka py.q ekleyebiliriz. Bu sekilde M
i¢ginde (py) dizisini inga edebiliyoruz. d(pk, pri1) < €/3 oldugundan, bu dizi bir
Cauchy dizisidir. Gergekten her [ > 0 sayisi i¢in

(13.2)  d(pr,Pes1) < €/3 + ..+ epp-1/3 < 37F < 2¢,/3

ve bu k sonsuza giderken sifira gider. M tam oldugundan bu dizi yakinsamalidir.
(13.2) den goriinen limit ¢ € M, her k i¢in B(py, 2¢;/3) kiirelerinin kapanigt
icinde kalmalidir. Dolayist ile her k i¢in ¢ ¢ Cy olmalidir ki, bu da (13.1) ile
geligir. Dolayist ile en az bir (), nin i¢i bog olmamalidir.[]

Bu teoremin bir uygulamasi diizgiin sinirlilik ilkesi olarak bilinen teoremdir.

Teorem 9 (Diizgiin simirlilik ilkesi) B bir Banach uzayi, V' normlu uzay
ve her n € Ni¢in 7, : B — V (stirekli) smirh doniigiimler olsun. Eger her
b e B igin (T,,(b)) dizisi V iginde smrh ise sup,||T,|| < oo dir.

Kanit. Bu Baire teoreminin dogrudan agagidaki kiimelere uygulanmasi ile
elde edilir. Bu baglamda

(13.3) S, ={be B:|[pl| < L[|Toblly <p,Vn},peN
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tanimlayalim. Her 7,, siirekli oldugundan, her Sp kapalidir. Dolayist ile eger
b, — b yakinsak bir dizi ise |[b|| < 1 ve ||T,,(p)|| < p vardwr. S, kiimelerinin
birlesimi B uzayimnin birim yuvaridir. Yani,

(13.4) {be B:d(b,0)<1}=JS,

Noktasal yakinsamanin geregi olarak ||b|| < 1 saglayan her b vektorii bir S,
kiimesinde olmalidir. Simdi Baire teoremini uygulayarak, S5, kiimelerinden en
az birinin i¢inin bosg olmadigina hiikmederiz. Bu ise p, v € S, i¢in bulunacak
0 > 0 icin

(13.5) we B, ||lw|lp<d=||Tu(v+w)lly <p,Vn

saglanmasi demektir. v yerine (1—0/2)v, §'yida gerektigi gibi segerek B(v, d)
yuvarinin sifir vektorii etrafindaki bir yaricaplh acik yuvar iginde oldugunu
soyleyebiliriz. Uggen esitsizligini, ||7},(v)|| < p ve T nin déniigiim normunun
kapali birim yuvar iizerinde alinan supremum oldugunu anmimsayarak 7;," lerin
doniisim normunda sinirliligimi, yani

(13.7) |[Tl| < 2p/6

elde ederiz.[]

Gegen derste bahsettigim gibi bir Hilbert uzayinda zayif topolojide yakinsayan
bir dizinin norm simirli oldugunu varsaymak zorunda degiliz.

Sonug. Bir Hilbert uzaymdaki (u,) dizisi, eger her v € H i¢in kompleks
sayilarda,

(13.8)  (up,v) — F(v)

yakisamasi vardir. Bu nedenle, ||u,||g smurhdir ve bir w € H igin (u,), w
vektoriine zayif yakinsar.
Kanit Diizgiin siirlilik ilkesini

(13.9) T,(u) = (u,u,), T, : H— C

stirekli fonksiyonellerine uygulayalim. Her (|75, (u)|) dizisi kompleks sayilarda
yakinsak oldugundan, sinirhidir. Dolayisi ile, bir C' sayis1 icin agagidaki

(1310) |||/ <C
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saglanir. Ancak ||T,,|| = ||un||z oldugundan (u,,) dizisi H uzayinda smirhdir.
Simdi her v i¢in T': H — C fonksiyonelini

(13.11)  T'(u) = lim,T,,(u) = limy,(u, uy,)

olarak tanimlayalim. Varsayimdan, bu limit her v € H i¢in vardir. Dogrusallik
ve (13.10) geregince simirhdir, ||T]] < C. Riesz Gosterim Teoreminden bir
w € H igin

(13.12) T(u) = (u,w),Yu € H

elde ederiz. Dolayist ile her u € H igin (u,,u) — (w,u) ve ileri sirildigi
gibi u,, — w zayif yakinsamas1 vardir.[]

Baire teoreminin ikinci ana uygulamasi asagidakidir.

Teorem 10. (Acik doniisiimler) Eger T': B; — By Banach uzaylar
arasinda stirekli ve tizerine ise, acik bir doniigiimdiir. Yani B; deki her acik O
kiimesi i¢in

(13.13) T(O) agktr.

Kanit. Bu bir bakima yanlig yondeki stirekliliktir ve dontigiimlerin ters-
lerinin siirekliliginde kullamilir. Kanit, Baire teoremini kullanirsa da burada
benzer ancak farkli bir yol izlenecektir. Kanit1 iki kisma ayiralim.

(1). Bu kisimda kamtlanacak husus B; deki acik bir yuvarin T altindaki
goriintiisiiniin kapanigi icin 0 vektortintin bir i¢ nokta oldugudur - bagka bir
deyigle- B, icinde sifir vektorii etrafinda acgik bir yuvar igerir. Bunu gormek
i¢in Baire teoremini

(13.14) C, =T(B(0,p))

ile tanimlanan kiimelere uygulayalim. Kapanig almamizin nedeni Baire teo-
remindeki kiimelerin kapali olmalarindandir. Ancak buraya ge¢meden 6nce, T'
iizerine oldugundan- yani iz uzayindaki hergey bir vektoriin goriintiisii oldugundan,

(13.15) B, =JT(B(0,p))
p
gercegini yazalim. Dolayis ile birlesimdeki C), kiimelerinden birisinin i¢ noktas:

v vardir. T nin tizerine oldugunu kullanarak, bir u € By i¢in v = T'u yazilabilir.
C, kiimeleri p ile arttiklarindan, gereginde daha biiyiik bir p secerek ve v nin
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hala bir i¢ nokta oldugunu gozardi etmeksizin, 0 = v — T'u vektoriiniin de bir
i¢ nokta oldugunu gozlemliyelim. Dolayisi ile bir 6 > 0 i¢in

(13.16) C, > B(0,6)

bulalim.

(2) Baire teoremini kullandiktan sonra, simdi (13.16) nin ne anlama geldigini
diiglinelim. Bu her v € By, ||v]| < ¢ vektoriiniin u, ler, ||u,|| < p olmak
tizere bir (T'u,,) dizisinin limiti oldugu anlamina gelir. Bu dizinin yakimsadigimi
gostermek istiyoruz. T doniigimiiniin dogrusalligini kullanmip, v vektoriiniin
normunu degistirebiliriz. Dolayisi ile (13.16) kullanarak verilen keyfi v € By
icin v = dv/2||v|| alarak, ||ul|| < p saglatarak, Tu/ — o' kabul edebiliriz.
Simdi, w, = ||v||ul,/d, hem ||u,|| < 2p||v]|/0 hem de Tw, — v saglayacaktir.
Aritmetigi sadelestirmek gayesi ile ¢ = p/26 olmak iizere T yerine ¢T' alalim.
Bu her v € By igin ||u,|| < ||v]| saglamak tzere Tu,, — v saglayan u, € B
dizisinin varligin1 verir.

Simdi dizinin limitine gegmeden once v vektoriine istedigimiz kadar yakinlasa
bilecegimizi gorelim. Bu, By deki her v vektori icin

1
(13.17)  3u € By, [[ull < lvll, [lo = Tul| < Flv]]

demektir. Buradan oteleme ile daha iyi bir dizi segebiliriz.Keyfi alinan w =
wy € By ve normu ||w;|| < 1 olmak iizere (13.17) den v = w = wy igin u; = u
secelim. Boylece ||u1|| < 1, wo = wy — Ty vektoril ise ||ws| < & saglanmig
olur. Simdi tiimevarim yapmak i¢in By de j < n,u; dizisini ||u;|| < 277+
ve w; = wj_1 — Tuj—q ve ||wj1]] < 27971 verilmis kabul edelim. Timevarimi
tamamlamak ve u,, dizisini elde etmek igin

(1318) w — T(Z Uj) = W1 — Tu1 — T(Z 'LL]') = W9 — TUQ — T(Z 'LL]') = Wn+1
j=2 Jj=3

Jj=1

yazalim.Terimleri u, olan seri, B; uzay1 tam oldugundan mutlak toplan-
abilirdir ve

(13.19) w=Tu,u=Y uj|lul| <2
J
saglanir. Dolayisi ile By de w € B(0,1) vektoriiniin By de B(0,2) yuvarinin
T altindaki izinde kaldigim1 gordiik. c¢ ile carpilmamig 7' doniisiimiine geri
donersek bir ¢ > 0 i¢in
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(13.20) B(0,8) C T(B(0,1))

elde ederiz.

(3) Simdi artik her agk O kiimesinin 7' altindaki izinin agik oldugunu
gorebiliriz. Ciinkii, eger w € T(0) ise bir u € O i¢in w = Tu olacaktir ve bu
nedenle yeterince kiigiik € i¢in, B(w, €§) kiimesi u+B(0, €) C O saglanacaktir.[J

Simdi Acik gonderim teoreminin iki uygulamasini verecegiz.

Sonu¢ 3. T : By — B,y iki Banach uzay1 arasinda 1-1 ve oOrten sinirh
dogrusal bir doniigtim olsun. 7" bir homomorfizmadir. Yani, mutlaka dogrusal
olmasi gereken, tersi ayni zamanda sinirhdir.

Kanit. Burada karigikliga neden olabilecek tek sey gosterimdir. 77nin
tersini S ile gosterirsek S : By — B; dogrusaldir. Eger O C B; acik bir
kiime ise S™! = T(O) acik gonderim teoreminden agik ve S siirekli olacaktir.[]

Ikinci uygulama ise ;

Teorem 11( Kapali Grafik Teoremi) 7' : B; — B, iki Banach uzay1
arasinda dogrusal 7' doniigtimiiniin sinirliligi i¢in yeterli ve gerekli kogul grafigi

(13.21) Gr(T) ={(u,v) € By X By,v =Tu}

kiimesinin ¢arpim Banach uzay1 By x By de kapali olmasidir. (Carpim Ba-
nach uzaylarini igledik mi? Eger yamitiniz hayir ise bir-iki dakika diigtintin
liitfen!)

Kanit. 7T smurh (siirekli) olsun. Bir (u,,v,) dizisinin Gr(T) de olmasi
icin gerek ve yeter kosul v, = T, olmasidir. Eger dizi yakinsiyor ise bu
u, — w ve T nin siirekliliginden v, = Twu, — Tv demektir. Bu ise lim-
itin Gr(T') kiimesinde oldugunu, bir bagka deyigle Gr(T') grafiginin kapalihgini
verir. Qimdi grafigin kapali oldugunu varsayalim. B; X By carpim uzayindan
carpan uzaylarma 7(u,v) — u ve m(u,v) — v tanimh projeksiyonlar: diigiinelim.
Her ikisi de siirekli olan bu déniisiimleri Gr(T") C By x By uzayna kisithiyalim. Buradan
su sekle ulagiriz:

Gr(T)
T B,

By
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Bu sekil gegiskendir. v = Tw oldugundan (u,v) € Gr(T) i¢in T'm(u,v) =
mo(u,v) vardir. Gr(T) C B; x By kapal oldugundan, Gr(7T') kendisi de bir
Banach uzayidir.Ve 1y ve my doniigiimlerinin Gr(7T) kiimesine kisitlaniglar: da
stireklidir. Her u sadece bir ikilinin, yani sadece (u, T'u) ikilisinin ilk kordinati
olabileceginden 7, 1-1 ve ortendir. Yukaridaki Sonug¢’tan onun tersi, S de
stirekli ve netice olarak T' = 75 o S de, geciskenlikten, stireklidir.[]
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