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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009
DERS 19.FREDHOLM DONUSUMLERI

Ozeslenik kompakt déniistimlerin spektral kuramma dogru adim atacagiz.
Bu kuram matrislerin spektral kuramina yakindir ve bir ¢ok kullanigh uygu-
lamalar1 vardir. Genel olarak sinirli 6zeglenik dontigiimlerin oldukca yerlegmis
spektral kurami olmasina karin burada yer verilmeyecektir. Ayrica 6zesglenik
olmayan kompakt dontigiimlerin spektral kurami da de oldukca zengindir-
bunlar ele almacaktir. Orneklerden de anlagilacag: gibi kompakt ve dzeslenik
olmayan dontistimlerin spektral kurami yeterli degildir.

Bazi anlamlarda kompakt doniigtimlerin "kii¢iik” olmasi sonlu rankli dontigiimlere
benzer. Bu kabul edilirse, asagidaki tiirden doniisiimlere ”biiytiik” denebilir.
Dollayisiyla,

(19.1) Id— K, KeK(H)

doniigiimleri ”biiytik” ¢agrigimi yapacaklardir. Spektral kuramin yapisi geregi
bu dontigiimlerle epey ilgilenilecek. A € C nin, K doniigimiiniin 6zdegeri
olmasi

(19.2) Ku—Au=0

egitliginin -0 dan farklh-bir ¢oziimiiniin olmas1 anlamindadir, zaten v = 0 da
denklemin her zaman bir ¢oztimiidiir. A # 0 ise A ile bolerek,

(19.3)(Id — \'K)u =
denkleminin ¢oztimiine bakariz, bu durumda (19.1) deki kompakt doniigiim

AK ile degigmis olur.
Id— K dontigtimiiniin 6zellikleri nelerdir? Bu ozelliklerden ti¢ tanesi agagidadir.

Onerme 26. K € B(H) ayrilabilir bir Hilbert uzayinda kompakt dontigiim

1se

null(Id — K)={u € H: (Id— K)u =0} sonlu boyutlu

(19.4)Ran(Ild — K)={veH:3 ueH v=(Id— K)u kapal }
ve
Ran(Id — K)* = {w € H : (w, Ku) = 0,Yu € H}, sonlu boyutlu
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ve Ustelik

(19.5)  dim(null(ld — K)) = dim(Ran(Id — K)™*).

Tanwm. Bir Hilbert uzayinda tanimh siirh bir dontisim F' € B(H), (19.4) deki
ii¢ kogul saglaniyorsa, bu dontigiime Fredholm denir- sifir uzayi sonlu boyutlu,
goruintisi kapali ve goriintiisiintin diktiimleyeni sonlu boyutludur.

Genelde, satir-rank = siitiin-ranki olan Fredholm doniigiimlerinde (19.5) esitligi
dogru degildir. Gercekten bu iki tamsayinin farki

(19.6) ind(F) = dim(null(Id — K)) — dim(Ran(Id — K)*)

cok ilging ozellikleriyle ¢cok onemlidir ve kullanilir.

Bir altuzayin diktiimleyeni uzayin kapanisinin diktiimleyeni gibi oldugundan
son iki kogul birbirlerinden bagimsizdirlar. Ayrilabilir bir Hilbert uzayinda,
ornegin, sifir uzay1 agikar olan ve gortintiisii yogun kapali olmayan sinirh dontigiimlerler
vardir. Bu nasil olabilir? L?(0, 1) de z fonksiyonuyla ¢arpma doniigiimiinii ele
alalim. Bu bir déniigiimdiir ve sifir uzayinda bir v elemam zu(x) = 0 h.h.y
ozelligmdedir ve béylece u h.h.y sifirdir. Ustelik € > 0 icin, fonksiyonlarn
x < e lizerinde sifir olmasi, goriintiiniin yogun oldugunu gosterir. Acikca bu
dontigiim tersinir degildir.

Kanit1 vermeden énce bu sonucu kontrol edelim-(19.9) deki iiglincii kogul
ilkinden elde edilir.

Onerme 27. B € B(H) bir Hilbert uzaymda smirh ve B* eglenik doniigiimii
ise

(19.7) Ran(B)* = (Ran(B))* = {v € H : (u,w) = 0,Yw € Ran(B)} = Nul(B").

Kanit. Ran(B) nin diktiimleyeninin tanimindan
(19.8) v € (Ran(B))*: < (v,w) = 0,Yw € Ran(B) = (v, Bu) = 0,Yu € H

= (B'v,u) =0,Yu e H< B'v =0« v € Nul(B").

Diger taraftan, herhangi bir altuzay i¢in V+ = (B)* oldugu gézlemlenmisti-
sag taraf kesinlikle sol tarafin igerisinde ve igcarpimun stirekliliginden her v € V/
i¢in (u,v) = 0 ise her w € V igin, V' de v,, — w olacak bigimde bir (u,) dizisi
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olacagidan, (u,w) = 0 dir.

Bir sonug olarak, kompakt K dontigiimii i¢in Nul(/d— K) sonlu boyutlu ise,
Nul(Id — K*) sonlu boyutludur ve dolaysiyla Ran(Id — K)* sonlu boyutlu
elde edilir.

Onerme 26 nin Kanati. Oncelikle sonlu rankli doniisiim K = T i¢in kontrol
edelim. Bu durumda

(19.9) Nul(Ild—T)={u€eH:u=Tu} C Ran(T).

Sonlu boyutlu bir uzayin her altuzayi da sonlu boyutlu oldugundan sonlu rankli
dontigiimlerin durumunda bu ilk kogulu kanitlar. Yine 7"nin sonlu rankl ol-
masi durumunda goriinti

(19.10) Ran(Ild—T)={veH:v=(Id—T)u bazn u€ H}.

{u € H : Tu = 0} uzaym ele alahm. T siirekli oldugundan, bu uzaym
kapali oldugunu biliyoruz. Diger taraftan (19.10) dan

(19.11) Nul(T) C Ran(Id—T).

Sonlu rankli déniigiimlerin

N

(19.12) Tu="> (u,€)f;

=1

bigiminde yazilabildigini hatirlayalim. Burada f; leri T'nin gortiinti uzayinin
tabanin olarak alabiliriz. Bu durumda e; ler dogrusal bagimsizdir-gercekten,
eger olmasalardi, bazi N ler icin, ornegin son vektor olan ey igin, ey =
> j<n ciej digerlerinin dogrusal birlegimi olarak yazilabilirdi. Buradan

N—-1
(19.13) Tu = Z(u,ei)(fi +¢/fn)

T’nin gortintiisiiniin en fazla N — 1 boyutlu oldugunu elde edilirki, bu f; lerin
taban vektorleri olmasiyla celigir.

(19.12) ye geri gitmeyle, Nul(T)'nin kalan boyutu sonludur. H’min her
elemani
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N
(19.14) u=u+> die;, v € Nul(T)
i=1

bigimindedir. Dolayisiyla, (19.12)’e geri gidersek, eger Ran(Id — T) #
Nul(T) ise ve esitlik olmayabilirler -Nul(7T)’nin kapali olmasin kullanarak-
Nul(T)’ye dik olacak bi¢imde bir g € Ran(Id—T)\ Nul(T') bulabiliriz. Bunu
yapmak igin Nul(T') de olmayan Ran(Id — T) de bir ¢’ secerek baglayalim.
gLNul(T), u" € Nul(T) olmak tizere ¢ = u” + g bi¢iminde yazabiliriz. Bu
durumda g # 0, Ran(Id — T) iginde ve Nul(T)’ye diktir. Simdi yeni uzay
Nul(T) & C,, Ran(Id — T) icinde yine kapaldir. Bu isleme Nul(T)yi ka-
pali ve daha biiyiik altuzayla degistirerek devam ederiz. Sonlu adimdan sonra
Ran(Id — T)’nin kapali olma durumunu elde ederiz.

Boylece asagidaki onteoremi kanitladik.

Onteorem 13. Bir Hilbert uzaymm altuzayr V C ‘H, H da kalan boyutu
sonlu kapali bir altuzayini igeriyorsa -yani W kapali olmak tizere W C V ve
her u € 'H elemam

N
(19.15) uw=u"+> ce, ¢eC
i—1

olacak bicimde ey, e, ...,en € H varsa- V kapaldir.

Bu, K = T doniigimiiniin sonlu rankli olmasi durumunda kaniti verir. Genel
olarak K’nin kompakt olmasi durumunda ne yapilmalidir? K kompakt ise ona
sonlu rankli dontigtimlerle yaklasiriz. Eger K kompakt ise,

1
(19.16) K=B+K, |B] <3

olacak bigimde B € B(H) sonlu rankli 7' déniigiimii vardir. Simdi Id — K'nin
sifir uzayim ele alalim ve (19.16)1 kullanarak

(19.17) Id— K =(Id—B)—T = (Id—B)(Id—T'), T =(Id— B)"'T

olarak yazalim. Burada Neumann serisinin yakinsakligini kullandik. Dolayisiyla
(Id — B)~! vardir.
Simdi 7" sonlu rankl ise ideal 6zelliginden

(19.18) Nul(Id — K) = Nul(Id —T") sonlu boyutludur.

Id — B tersinir oldugundan (Id — K)u = 0 olmas1 (/d — T")u = 0 ifadesine
denk olmasim kullandik. Bu (19.4) deki ilk koguldur.
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Benzer bicimde farkl bir yoldan ikinci kogulu analiz edebiliriz.
(19.19) Id—K=(Id—B)—-T={Id-T")(Id—B), T'=T(d—- B)™*
yazabiliriz. Burada T” sonlu rankhdir ve
(19.20) Ran(Ild— K) = Ran(Id —T") kapahdir.

Tekrar /d— B nin tersinirligini kullanarak-(/d— K )u bigimindeki her elemanin,
uw' = (Id — B)u olmak iizere, (Id — T")u’ bigiminde oldugu goriiliir. Tersi de
dogrudur.

Boylece (19.4) dekilerin hepsi kanitlandi, daha énce tartigildigi gibi tigiingiisi
birincisinden elde edilir.

(19.5) i¢in durum ne olur? Oncelikle doniigiimiin sonlu rankli olmasi icin
kontrol edelim. Bir kompakt doniisiim K igin, 7" sonlu rankh, ||B| < 3

tersinirdir ve G = Id — B olmak iizere ’
(19.21) (Id— K)=GUd-T)
yazabiliriz. Gormek istedigimiz sey
(19.22) dimNul(Ild — K) = dimNul(Id —T) = dimNul(Id — K™).
Ustelik, Id — K* = (Id — T*)G* ve G* tersinirdir, dolayisiyla
(19.23) dimNul(Id — K*) = dimNul(Id —T")

ve boylece dimNul(Id—T) = dimNul(Id—T*) oldugunu gostermek yeterlidir-
bu sonlu rankl doniisiim i¢i ayni sey demektir.

Bir sonlu rankli déntigiim igin, (19.12) de yazildig: gibi, biitiin e; lerle birlikte,
fi ler tarafindan iiretilen W uzayia bakabiliriz. Simdi T": W — W igin,

N
(19.24) T*v => (v, fi)e.
i=1

Dolayisila T" doniigimi de W uzayimm1 W uzayina gotiirmektedir. Aslinda
w € Wtise, Tw' = 0 ve T*w' = 0 oldugundan her i i¢in (w’,e;) = 0 ve
(w', f;) = 0 dir. Buradan, bu sonlu boyutlu uzayda Id — T ye esit doniigiim
icin R : W «— W yazilirsa, W de R*, Id — T* ile verilir ve Hilbert uzay
yapisint W de H’nin bir altuzay: gibi kullanilabilir. Dolayisiyla
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(1925)ld—T)u=0<=uecW ve Ru=0,

(Id—TYu=0=uecW ve R'u=0
gosterilmig oldu. Boylece Teoremi sonlu boyutta
(19.26) dimNul(R) = dimNul(R")
ifadesine indirgedik.
Kugkusuz bu teoremi biliyorsunuz. Bu teorem herseyin W uzay1 tlizerinde
olmasindan ve W iizerinde dimNul(R) = dimNul(R*) ve sonlu boyutta
(19.27)  dimNul(R) + dimRan(R) = dimW = dimRan(W) + dimNul(R").

saglanmasindan elde edilir. [
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PROBLEMLER 9

Asgagdaki diizeltmelere dikkat ediniz.

(1) P9.2(2) ve diger yerlerde C*(S) yerine C°(S) gelecek. Burada C°(S)
daire tlizerinde tanmiml stirekli fonksiyonlardir, ve supremum normu ile do-
nanmistir.

(2) (19.4) da u = Sv degil, u = Fv olacak.

(3) (19.41) den énce u = Fv olacak.

(4) (19.43) deki tartigma detaylandirild.

(5) P10.2'nin son kismi detaylandirildi.

Bu hafta, periyodik fonksiyonlar tizerinde,

esitligini saglayan doniistimlerin tersinirligini caligmak yararli olur. Buna yaklagmak
i¢cin integral dontigiimlere ihtiyac vardir.

Problemlere baglamadan once periyodik fonksiyonlara gbzatmaya gereksinim
vardir.

Problem 9.1 Periyodik Fonksiyonlar S kompleks sayilarda bir yarigapli, 0
merkezli gember olsun, yani, S = {z : |z] = 1}.

(1) Asagida 1-1 iligki oldugunu gosteriniz.

(19.29) C°(S) = {u|u : S — C,siirekli} —
{u:R — C,sirekliu(x + 27) = u(z) Vz € R}.
(2) Asagida 1-1 iligki oldugunu gosteriniz.
(19.30) L*(0,27m) «— {u € L},.(R),ul(02x) € L*(0,27)

ve u(z+2m)=u(z) VoeR}\Np,

burada Np, her z € R i¢in u(x + 27) = u(x) esitligini saglayan ve hemen her
yerde sifir olan fonksiyonlarin uzayimi géstermektedir.

(3) L*(S), (19.30) nin sol tarafindaki uzay1 gosteriyorsa, C°(S) uzaym L*(S)
uzayina yogun olacak bi¢cimde gomen, bir

(19.31)  C(S) — L*(S)
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dontigiimiin oldugunu gosteriniz. Buradaki fikir S iizerindeki fonksiyonlarin R
de 2m-periyodik fonksiyonlar olarak diisiintilebilecegidir.

Problem 9.2. Schrodinger dontisimi

Agagidaki ornegi ele alalim.

d*u(z)

dx?

(19.32) — + V(z)u(z) = f(x) z€eR,

(1) Once V =1 alahm. Neden V = 0 almiyoruz? Bu béliimiin sonina kadar
bunu yanitlamaya ¢aligmayiniz

(2) f(z) € C°(S) gergel sayilarda 2m-periyodik fonksiyonlar olmak iizere

_ dPu(x)

19.33
( ) dx?

+u(x)=f(z) z€R

denkleminin ¢oziimiini hatirlaym. R de (19.33) i saglayan iki-kez tiirevlenebilen
ve ikinci tiirevi stirekli olan 2m-periyodlu tek bir w fonksiyonunun oldugunu
kanitlayimiz ve bu ¢oztiim

(19.34) u(x) = (SN@)= | Al.9)()
olarak yazilabilir, burada A(z,y) € C°(R?) ve her x,y € R icin A(x + 27,y +
21) = A(z,y) saglanir. Ip ucu: Once periyodiklik kismini yok varsayarak
¢oziim bulunuz. Bunu yapmak icin, verilen denklemin diferansiyel doniigiimiinii
carpanlarina ayiririz. Kargilikli terimler yok olacagindan,

dv(x)
dz

d d?
o ise — u(z)

19.35 =
( ) v dx v dx?

+u(r) = —(

+ )

denklemine bakalim. Integral carpanlari bulmak icin asagidaki denklemi ele
alalim.

du o

dx ~C dr v
(19.36)

dv LAy

ar +v=e g P =e "u.

Iki kez integral alarak denklemi oziintiz ve boylece (19.33) deki diferensiyel
denklemin bir ¢oziimiinii bulunuz. Bunu iki katl integral bigiminde yaziniz ve

160



integrallerin sirasini degistirerek ¢oziimi, A’, R x [0, 27] tizerinde stirekli olmak
uzere

(1987) w(@)= [ Alry) i)y

bi¢giminde yazimz. '(27) — u/(0) ve %(27‘(‘) - ‘%(O) farklarini f’yi igeren
integraller bi¢iminde hesaplayiniz ve v’ yi homojen denklemin ¢6ziimii olarak
ekleyiniz, f = 0 i¢in c;e® 4+ cee™® dir, dolaywsiyla (19.33)" iin yeni ¢oziimii
u(2m) = u(0) ve 2(27) = 24(0) ifadelerini saglar. Simdi w'nn (19.34) gibi
verildigini kontrol ediniz.

(3) Dogrudan ya da dolayh olarak A(x,y) = A(y, z) ve A'nin gercel oldugunu
gosteriniz.

(4) S dontigiimiiniin L(S) de smirh bir doniigiime genisletilebilecegi goriiz.

(5) Asagidaki ifadeyi dogrulayiniz.

(19.38)  S(e™*) = (K* + 1) 'e*™ ke Z.

(6) Az onceki sonucu kullanarak ya da bir bagka sekilde S'nin L*(S)nin
ozeslenik kompakt doniigiim oldugunu gosteriniz.

(7) g € C°(S) ise Sg’nin iki-kez stirekli tiirevlenebilir oldugunu gosteriniz.

Ip ucu :integralin tiirevini alarak islem yapiniz.

(8) F, L*(S) de tamml, 6zdegerleri (k241)~2 olan ézeglenik kompakt olmak
tizere S = 2 oldugunu gosteriniz.

(9) F: L*(S) — C°(S) oldugunu gosteriniz.

(10) (19.32) deki gergel esitlige gidelim ve V'nin siirekli, gergel degerli ve
27 periyodik oldugunu varsayalim. w iki-kez tiirevlenebilir, 27 periyodik ve
verilen bir f € C°(S) i¢in (19.32) saglaniyorsa

(19.39) u+S((V —1)u) = Sf ve boyleceu = —F*((V — 1)u) + F*f
oldugunu gosteriniz ve
(19.40) v e L*S) ve v+ (F(V—1)F)v=Ff olmak iizere u= Fv

oldugu sonucuna varimiz, burada V' — 1, V' — 1 ile carpma dontigimdiir.
(11) Tersine, v € L*(S)

(19.41) v+ (F(V-10F)w=Ff feCS)

ifadesini saghyorsa u = Fwv, 2w periyodik, R de iki-kez tiirevlenebilen bir
fonksiyondur ve (19.32) yi saglar.
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(12) Spektral teoremi F(V — 1) F’e uygulaymiz ve her C\ {0} igin

(19.42) Mo+ (F(V—-1)F)v=g, g¢&L*S)

nin her g € L(S) icin tek ¢oziimiiniim olmasi igin gerekli ve yeterli kogulun
her j igin A # A; olacak bigimde |\;| — 0 ifadesini saglayan R \ {0} de bir \;
dizisinin varligi oldugunu gésteriniz.

(13) Her A; icin

(19.43) Nv+ (F(V—=1)F)v=0, veL*S)

denkleminin ¢oziimlerinin R de siirekli 27 periyodik oldugunu gosteriniz.
(14) (19.43) de v’yi saglayan fonksiyona kargilik gelen v = F'v fonksiyonunun
iki-kez siirekli stirekli tiirevlenebilen, R de 27 periyodik ve
d*u 1
(19.44) — —+ (1 —=s;+s;V(x))u(z) =0, s5=—
dz? 7 TN
esitligini sagladigin1 gosteriniz.
(15) Tersine, u sifira esit olmayan, iki-kez siirekli tiirevlenebilen 27 periyodik
ve agagidaki denklemi saglayan bir fonksiyon ise,
d*u

(19.45) — 7 +(1—s+sV(x))u(x) =0, seC

baz1 j ler icin s = s; oldugunu gosteriniz.

(16) (19.32) denklemi igin Fredholm alternatifi'nin dogrulugunu gosteriniz.

Teorem 14 Gergel sayilar tizerinde tanimli ve gergel degerli stirekli 27 periy-
odlu V' fonksiyonu igin ya (19.32) siirekli ve 27 periyodlu her f i¢in yine 27
peryodlu, iki-kez siirekli tiirevlenebilen tek bir ¢oziime , veya

d*w(z)
dx?
homojen denkleminin sonlu boyutlu, iki-kez stirekli tiirevlenebilir fonksiy-
onlardan ve 2m-periyodlu fonksiyonlardan olugan ¢oziim uzay1 vardir. (19.32)
denkleminin ¢6ziimii olmasi i¢in gerek ve yeter kogul (19.46) denkleminin her
2m- periyodlu ¢oziimii w icin f(0,27r) fw = 0 saglanmasidir.

(19.46)

+ V(z)w(x) =0,z € R
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Yukaridan, Schrodlnger doniigimiiniin tim 27 periyodlu 6zfonksiyonlarini

anlayabiliriz. Once 2 ifadesine 1 eklemede ilahi bir sey olmadigini belirte-
lim, hakikaten herhangl b1r posz sabit ekleyip, benzeri sonucu elde edebili-
riz. 0 ile ilgili problem _T = 0 homojen denklemini saglayan sabitlerdedir.

Gergekten kanitladigimiz sey;

d2
(19.47) u— Qu = T Vu
dontigtimiiniin iki-kez siirekli tiirevlenebilen fonksiyonlar uzay1 iizerinde sol
tersinir olmasi veya

2
(19.48) — Zléu +Vu=0

denkleminin sifirdan farkh bir ¢éziimii olmasidir, bu sol ters R = F(Id +
F(V —1)F)"'F dir. Bu doniisim kompakt ve ozeglenik’tir. Burada hala
yapilacak ¢ok i vardir. Ornegin,Q déniigiimiiniin iki-kez tiirevlenebilir 6zfonksiyonlari,
yani Qu = 7u denkleminin ¢oziimleri Ru = 7 'u denkleminin sifirdan farklh
¢ozumleridir.

(19.48) denkleminin sifirdan farkh ¢éziimii oldugunda ne yapilmahdir? Bu
durumda bu ¢oéziimler uzaymin sonlu boyutlu oldugunu ve L%(S) uzaymin
diktiimleyeninde ¢alisarak ayni sonucun dogru oldugunu gosteriniz.
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