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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009

DERS 21. ARALIKTA GERGCEK POTANSIYEL ICIN
DIiRICHLET PROBLEMI

Simdiye kadar yapilanlarin iki tane ”ciddi” uygulamasini yapmak istiyorum.
Secebilecegimiz bir ¢cok uygulama olmasina karsin bir aralik tizerindeki Dirich-
let problemi ile baglayalim. Aralik olarak [0, 27] araligini alacagiz, ¢iinkii bunu
daha o6nce de ele aldik. Burada (0, 27) {izerinde

d*u(x)
C da?

problemini ¢ozecegiz. u(0) = u(2w) = 0 kogullar1 Dirichlet simir kogullar
olarak bilinir. Burada varsayacagimiz sey

(21.1) + V(z)u(z) = f(z), u(0)=u(2r)=0

(21.2) V:[0,27] >R

fonksiyonunun siirekliligidir.

Verilen bir f € C°([0,27]) fonksiyonu igin yukaridaki denklemi g¢ozmege
caligmak, yani denklemi saglayan iki kez tiirevi alinabilen ve tiirevlerinin stirekli
oldugu bir fonksiyon aramak anlamli bir ugrasidir. Verilen V' fonksiyonuna
baglh olarak boylesi bir fonksiyon bulunamiyabilir. Ancak yapabilecegimiz sey
agsagidaki anlamda tutarli olmaktir:

Onerme 28 Eger (21.1) denkleminde 0 < V ise C°([0,2]) de verilen her f
fonksiyonu i¢in (21.1) denklemini ¢ézen ve iki-kez siirekli tiirevlenebilir tek bir
fonksiyon vardir.

Bu probleme dogrudan yaklagimin biraz zor oldugunu-o6zellikle (18.13) de ele
aldigimiz ODD hatirlarsaniz- diigiinebilirsiniz. Bu probleme bir kag yaklagim
olmasina kargin biz L? kuramim kullanacagiz. Pekiyi de ise nasil baglamaliy1z?

Riemann integrali kullanabilecegimizden V' = 0 durumunu nasil ¢ozebilecegimizi
biliyoruz. Dolayisi ile, sinir degerlerini bog verip aralik tizerinde iki kez integral

alarak — 2@ — f denkleminin ¢oziimiinii bulabiliriz:

dx?
(21.3) o(z) = —/Ox /Oyf(t)dtdy

(0,27) aralig1 iizerinde —di;;(f ) — f denklemini saglayacaktir. Eger f siirekli
ise v gergekten de iki-kez siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olacaktir. Iyi
de bunu doniigsiimlerle ne ilgisi var diye sorabilirsiniz? Bunu yanitlamak igin

(21.3) de integral alma sirasimi degistirerek v fonksiyonunu
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(2L®v@):-iéflfﬂﬂdwﬁzzé%apawfayﬁ, a(z,t) = (t—2)H(z—t)

yazabiliriz. Buradaki Heaviside fonksiyonu 0 < y degerleri igin H(y) = 1,
y < 0 degerleri i¢in ise 0 olarak tamimlanmaktadir. ¢ — z carpam H(t —
x) fonksiyonunun sigrama yaptigi noktada sifir oldugundan a(z,t) fonksiyonu
0, 27] x [0, 27| kiimesi tizerinde siireklidir. Dolayisi ile v integral doniigtimiiniin
f fonksiyonuna uygulanmasi ile edilir.
Problem hakkinda biraz daha ciddi diigtinmeden once, saglanmasi gereken
sinir degerlerinin de oldugunu animsayalim.Integralin alt sinir1 sifir oldugundan, kuskusuz
v(0) = 0 saglanir. Ancak

@m)v@mzé%@—%ﬁ®ﬁ

ifadesinin sifir olmasini gerektirecek bir neden yoktur. Ancak v fonksiyonuna
birinci dereceden dogrusal bir fonksiyon ekleyerek hala verilen diferansiyel den-
klemi saglatabiliriz. Ancak x = 0 noktasinda sifir olma kogulunu da bozmak
istemedigimizden, bu dogrusal fonksiyonu sadece cx bigiminde secebiliriz, an-
cak dogru ¢ sabitini se¢gmek icin

QM)CZ—;[?Q—%ﬁ@ﬁ

diigiiniirsek, (v 4 cx)(2m) = 0 gergeklenir ve istedigimiz ¢oziim

2 t—2
(21.7) w(z) = / b(x,t)f(t)dt,b(x,t) = (t —x)H(x —t) — 5 Te
0 T
olarak elde edilir. Bu ¢oztim iki kez stirekli tiirevlenebilir ve tekdir.— de’;g@ =

f denklemini (0,27) arahginda sagladigi gibi, araligin son noktalarinda sifir
degerini alir.[]
Onteorem (21.7) de verilen integral déniisiimii siirekli oldugundan C°([0, 2x])
uzaymdan L?(0, 27) uzayina kompakt ve kendine 6zeglenik bir doniigiime genisler.
Kanit. Bunun nedeni w fonksiyonunun ¢ekirdeginin(sifir uzayimin)

(21.8) b(t,x) = b(z,1)

anlaminda ¢ift ( bunu bir kez de kendiniz yapin), stirekli ve gercel degerli
oldugundandir.]
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Burada daha da genel bir sonug verebiliriz.
Onerme 29 Eger b € C°([0, 27]?) ise

(21.9) Bf(t) :/O%b(:c,t)f(t)dt

ile tanimlanan déniigiim L?(0, 27) uzay iizerinde kompakt bir dontigiimdiir.
Ek olarak b bir de

(21.10) b(t,z) = bz, t)

sagliyorsa, B Ozesleniktir.

Kamt. Simdi bir problemde goérdiiginiiz gibi ux = csin(kx/2),k € N
fonksiyonlar1 L?(0,27) icin ortonormal bir baz olusturur. Tiirev alarak, bu
fonksiyonlarin

d?uy,
dx?

sagladigim ve ug(0) = 0 = uy(27) oldugunu gorebiliriz. Yukarida kegfettigimiz
teklik ozelliginden

(21.11) — = k? /4y,

4

pUk, Vk

buluruz. Bu durumda ortonormal tabanin B doniigiimiiniin 6zfonksiyonlar:
oldugunu elde ederiz. wy ozfonksiyonlarina kargilik gelen 6z altuzaylar bir
boyutludur ve ézdegerler ise 4k~2. Bu cok 6zel durum bize B doniisiimiinii
ortonormal taban tizerinde tanimh bir bagka doniigiimiin karesi olarak yazmay1

olanakl kilar. Bir bagka deyisle;

2
(21.13)  Auy = Tl = B = A?

Burada da A doniigiimiiniin 6zdegerleri 0’a yakimsadigindan A, L?(0,27)
uzay1 iizerinde kompakt ve 6zeslenik bir doniigtimdiir. Simdi bundan ¢ok daha
fazlasinin dogru oldugunu gorecegiz.

Onteorem A déniigiimii L2(0, 27) uzaymm C°([0, 27]) uzayma gonderir ve
her f € L*(0,2n) igin Af(0) = Af(2r) = 0 saglanr.

Kanit. Eger f € L?(0,27) uzaymnda ise f fonksiyonunu wglar tiiriinden
Fourier- Bessel serisine agarak

(21.14)  f=> cpug, (cx) € L?
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elde ederiz. Kugkusuz burada, tanim geregi

2
(21.15) Af=Y" %uk
k

vardir. Her wuy simirh ve siirekli bir fonksiyondur ve w;'nin siir1 k’dan
bagimsizdir. Dolayisiile (21.15) deki seri p > ¢ i¢in diizgiin Cauchy oldugundan,
mutlak ve diizgiin yakinsar. Simdi Cauchy-Schwartz esitsizligini kullanarak;

q 2c q q
(2116) |32 = el < 20el - lewlk™ < 2el[| 230 k)2
k=p k

=p k;:p

elde ederiz ve bu

A L*(0,27) — C°(([0, 27])

doniigiimiiniin sinirlihgimi kanitlar. Her & igin uy(0) = ug(27) = 0 oldugundan,diizgiin
yakisama nedeni ile Af(0) = Af(2n) = 0 buluruz.OJ

Simdi ¢ozmek istedigimiz (21.1) denklemine geri dénelim. Vu terimini den-
klemin sag tarafina gegirir,

(21.17) u = —A*(Vu) + A%f

ifadesinin verilen denklemi ve sinir deger kosullarini sagladigini iimit ederiz.
Gergekten, eger (21.17) v = —AVu+Af iken dogru olacaksa, u = Av olmahdir.
Bunun yerine

(21.18) v=—-AVAv+ Af = (Id+ AVA)v = Af

arayabiliriz.

Simdi gergel ve simirh V' ile carpmanin L?(0,27) uzay1 iizerinde siirh ve
ozesglenik bir dontisiim oldugunu biliyoruz. Dolayisi ile AV A doniigimi de
ozeslenik ve kompakt bir dontigiimdiir, ve dolayisi ile spektral kuramimi Id +
AV A dontigtimii igin kullanabiliriz. Bu doniigtimiin tam bir ortonormal tabani
vardir ve tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul sifir uzayimin asikar, yani,
sadece sifir olmasidir.

A dontiglimiiniin sifirlart u = — AV Au saglamalidirlar. Diger yandan AV A
doniisimi pozitif oldugundan ve V'nin negatif olmamasini kullanarak,

(21.19) (AVAwJM::GLMAAm::/

(0,27)

V@»%FEO#/‘ ul? = 0
(0,27)
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¢ekirdegin olmadigini goriirtiz- bagka bir deyisle AV A doniigiimiiniin tiim
ozdegerleri en azindan negatif degildirler- dolayisiyla -1 bir 6zdeger degildir.

Boylece Id+ AV A doniigiimiiniin L?(0, 27) uzaymda tersinir ve tersi, ) nin
de kompakt ve 6zeglenik olmak tizere Id + ) bigiminde oldugunu elde ederiz.
Bu nedenle (21.18) esitligini ¢ozmek ic¢in yapmamiz gereken L?(0,27) iginde

(21.20) v=({Ud+ Q)Af v+ AVAv=Af
almaktir. Bu yapildiginda, gercekten

(21.21) uw= Av

ifadesinin u + A?Vu = A?f sagladigr goriiliir. Gergekten u € C°([0,27]) son
noktalarda sifir oldugundan, (21.20) den v € L?(0, 27) elde ederiz.

Ustelik eger, f € C°([0, 2n]) ise Bf = A?f fonksiyonunun , B nin tanimmdan,
yani integraller ile tanimlandigindan, iki kez siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon
oldugunu biliyoruz. Simdi artik v € L? fonksiyonunun u = —A%*(Vu) +
A%f denklemini sagladigim biliyoruz. Vu € L*(0,27) oldugundan A(Vu) da
oradadir. Dolayis: ile, yukarida goriildiigii gibi, A(A(Vu)) siireklidir. Simdi
bunu yukaridaki A2f ile ilgili gozlemle birlestirerek, énce U'nun, sonrada
Vu'nun siirekliligini elde ederiz. Simdi islemleri tekrarhyarak

(21.22) u = —A*(Vu) + A*f

fonksiyonunun iki kez stirekli tiirevlenebilir fonksiyonlarin toplami oldugundan,
iki kez siirekli tiirevlenebilir oldugu elde edilir. B = A? doniistimiiniin 6zelliklerinden,
arzu edilen bicimde

d2
(21.23) - ;gff) = —V(2)u(z) + f(x)
sagladigma hitkmederiz. Dolayisiyla Onerme 28 ’in varlik kismim elde et-
tik.Teklik kismi da benzer sekilde yapilir. Eger iki tane iki kez tiirevlenebilir

fonksiyon olsaydi bunlarin farki olan w,

d*w(x)

dz?

(21.24) — +V(z)w(z) = 0,w(0) =w(2r) =0 = w = —Bw = —A*Vw

saglardi. Boylece w = A¢, ¢ = —AVw € L?*(0,27) olurdu. Buradan ¢ de
¢ = AV A¢ saglacak ve o da (Id + AV A)¢ = 0 denkleminin ¢oziimii olacakt.
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Ancak (V' > 0 varsaymmi ile) bu denklemin ¢6ziimii olmadigimi bildigimizden
¢ = 0 ve dolayisi ile w = 0 olmalidir.]

Bu Onerme 28’in kanitin1 tanimlar. Yaptiklarimz 6zetlersek; L?(0,27) uzay
tizerinde (V' > 0 varsayim ile) /d + AV A déniigiimiintin tersinir ve sinirh bir
doniigiim oldugunu ve (21.1) denkleminin ¢éziimiiniin

(21.25) u=A(ld+ AVA)'Af

saglayan iki kez siirekli tiirevlenebilir u fonksiyonu oldugunu ve C°([0, 27])
uzayimda olan her f fonksiyonu igin Dirichlet kosullarimi sagladigini gosterdik.

Simdi artik V' > 0 kosulu olmaksizin da neler oldugunu soyleyebiliriz.

Onerme 30 C°([0, 27]) uzayinda gercel degerli her V fonksiyonu icin [0, 27]
tizerinde iki kez siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlardan olusan ve L?(0,27) igin
bir ortonormal taban tegkil edip, araligin son noktalarinda sifir ve k — oo
iken T}, — oo saglayan T}, lar icin —% + V(x)wg(x) = Trwy denklem-
inin ¢oztimleri olan wy fonksiyonlar1 vardir.(21.1) denkleminin verilen f €
C°([0,27]) icin (iki-kez siirekli tiirevlenebilen) ¢oziimii olmast igin gerek ve
yeter kogul

(21.26) Ty =0 = fwp =0
(0,27)

olmasidir. Bu f fonksiyonunun Id + A?V doniigiminiin ¢ekirdegine(ki
bu uzay,(Id + AV A) doniigimiiniin L?(0, 27) deki gekirdeginin A doniigiimii
altindaki izidir) dik olmasi demektir.
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PROBLEMLER 10

Simdi [? gibi ayrilabilir Hilbert uzaylar: ile caligma konusunda belli bir ra-
hathiga ulastiginizi umuyorum. Ancak bu tiir uzaylarin yinede oldukga biiyiik
olduklar1 konusunda diigiinmeniz yararh olacaktir. Sizi son bir kez daha ra-
hatsiz etmeme izin veriniz. Bu yondeki onemli bir netice , kanitin1 yapmanizi
beklemedigim, Kuiper teoremidir. Ancak ona yakin bir neticenin Eilenberg
Hilesinin detaylarini yapmanizi isteyecegim. Belkide biraz sihirbazlik hogunuza
gidecektir. Bunun i¢in 6nce biraz hazirlik yapmamiz gerekecektir. Asagidaki
hergey [0, 1] araliginda alacagimiz = degiskeninin kapal egrisidir- bunun yetine
bir ¢cemberi diigiinebilirsiniz.

Problem 10.1 H sonsuz boyutlu ayrilabilir Hilbert uzay1 olsun. H'nin iki
kopyasinin direkt toplami

(21.27) (w1, us) € H ® H (w1, us) — (ur||y + |Juall )2

normu ile donandiginda Hilbert uzay1 oldugunu gosteriniz. Ya bir mesafe
koruyan(izometri),egyapr doniigiimii(izomorfizma) yada bir bagka bigimde,

(2128) T:H—HoH, orten, 11 (Jully = (lull o).

(21.28) deki ozellikleri saglayan fonksiyon inga ediniz.
Problem 10.2 Yukaridaki inga sonlu sayida tekrar edilebilir. H sonsuz boyutlu
ayrilabilir Hilbert uzay ise

(21.29) L(H) = {u: N — H[|ullf, ) = 3 i)z < oo}

nin Hilbert uzay: iglemleri oldugunu ve l( H)'dan H’ye agik bir isometrik egyap1
dontigiimii tanimlayiniz.

Problem 10.3 Bir sekilde C* = C \ {0} de kapali egrinin sarim sayisini
hatirlaymiz. Q = [0,1]N ve f: Q — C* siirekli ve exp(27ib) = f(0) esitligini
saglayan her b € C igin

(21.30) exp(2miF(q)) = f(q), Yqe @ ve F(0)=5b

ifadesini saglayan tek F': () — C siirekli fonksiyonu oldugunu gosteriniz.
Kuskusuz b’'yi n € Z icin b+n ile degistirmekte serbetsiniz, fakat bu durumda
F de F + n ile degistirilmelidir.
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(1) ¢:]0,1] — C* kapal bir egri olsun-yani siirekli ve ¢(0) = ¢(1) saglansin.
N = 1igin C : [0,1] — C, F'nin bir se¢imi olsun. Kapali egrinin sarim
say1siin

(21.31) wn(c) =C(1) = C(0) € Z

biciminde tanimlanabilecegini gosteriniz.

(2)Sarim sayist, wn(c) nin homotopi altinda sabit oldugunu gosteriniz. Yani,
i = 1,2 olmak tizere ¢; : [0,1] — C* ¢;(1) = ¢;(0) iki kapali egri ve her = € [0, 1]
icin f(0,2) = c1(x), f(1,z) = co(x), her y € [0,1] igin f(y,0) = f(y,1) olacak
bigimde siirekli bir fonksiyon varsa, wn(c;) = wn(cg) oldugunu gésteriniz.

( 3) n x n matrisinin kapah egrisi L, : x € [0,1] — €™ Id,,,, ele alalm.
n xn matrislerinin bildik 6zelliklerini kullanarak, bu egrinin asagidaki anlamda
birim matrise kapali egriler iizerinden homotopik olmadigini gosteriniz: her x €
0,1] i¢in G(0,x) = L,(z), G(1,z) = Idyxn ve her y € [0,1] i¢gin G(y,0) =
G(y, 1) olacak bigimde G : [0,1] — L, (z) stirekli fonksiyonunun olmadigini
gosteriniz.

Problem 10.4 Ayrilabilir ve sonsuz boyutlu Hilbert uzayinda L, ye karsilik
gelen, H'da tersinir dontigiimlerde deger alan kapali egriyi ele alalim.

(21.32) L:[0,1] 32 — L(z) = ™ Idy € GL(H) C B(H).
Yukarida oldugu gibi, H'1, H & H ile esleyerek degeri tersinir doniigtimler olan
(21.33) M :[0,1* - GL(H® H)

stirekli fonksiyonun varligini ve
(21.34)

M(0,2) = L(z), M(1,2)(uy,uz) = (™ ur,uy) M(y,0) = M(y,1), Va,y<€0,1]

oldugunu gosteriniz.
ip ucu Girdileri H’da olmak tizere H@® H"1 2-vektor (uy, ug) gibi diistinebiliriz.
Bu iki faktor arasinda donmeyi diigtinmemizi saglar. Gergekten

(23.35)  U(y)(u1,u2) = (cos(my/2)us+sin(my/2)us, —sin(my/2)u;+cos(my/2)us)
ifadesinin U(0) = Id, U(1)(u1,u2) = (u2,—u;) olacak bigimde [0,1] —

GL(H @ H), y — U(y) stirekli bir fonksiyon tamimladigini gosteriniz. Simdi
Vi(z) ve V() fonksiyonlari, sirasiyla, birinci ve ikinci bilegenleri sabit birakarak
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digerini exp(2mix) digerini garpimiyla elde edilen H @& H ftizerinde tanmimh
fonksiyonlar olmak iizere 2-parametreli

(21.36) U (y)Va(z)U(y)Vi(2)

dontigiimler ailesini diigliniiniiz.
Problem 10.5. Bir onceki probleme benzer donme dontisimiini kullanarak

stirekli
(21.37) G :[0,1)* - GL(H ® H)

ve agsagidaki
(21.38)  G(0, ) (uy, up) = (¥ uy, e~ %yy),

G(la x)(ula uQ) = (uh u2)7 G(y> 0) = G<y7 I)VZE, Yy e [O’ 1]

ozellikleri saglayan fonksiyonun varligin1 gésteriniz.
Problem 10.6 Yukarida olusturulan gesitli yapilar: agagidaki gibi birlestirelim:
lo(H) da tammh (21.34) deki gibi G : [0,1]> — GL(I2(H) ve

(21.37)  G(0, ) (up);2, = (exp((—1)*2miz)ug) ,,

G(1,z)=1Id, G(y,0)=G(y,1)Vx,y € [0,1]
ozelliginde bir homotopinin oldugunu gosteriniz.

Problem 10.7 (Eilenberg Hilesi) Ayrilabilir bir Hilbert uzay1 igin homotopi
inga ediniz.Yani, lo(H) da tanimh (23.34) deki gibi bir G : [0,1]* — GL(l2(H))
ve (21.32) deki gibi, G(0,2) = L(z), G(1,z) = Id ve her z,y € [0,1] igin
G(y,0) = G(y, 1) saglayan siirekli bir dontigiim insa ediniz.

Ip ucu: Ogrendiklerimiz toparliyacagiz-herseyi [0, 1] araligimda olacak sekilde
ayarlyabiliriz. Once H uzaymi kendisinin iki kopyasina bélebiliriz. (21.34) de
L den M (0, z) gecebiliriz. Ikinci H parcasmdan bir Io(H) bélerek 6nceki prob-
lemdeki gibi bir tartigma ile bu parga tizerinde birim doniigtimiini exp(+4miz)
ile carparak alterne eden(terimleri igaret degistiren) terimler olarak, once -
isareti ile bagliyoruz, yazabiliriz. Artik H @ ly(H) uzayindayiz. Terimleri
yeniden dizmek bize yine lo(H) uzayimmda ¢aligma olanagi verir. Bu iglemler son-
rasinda egrimiz + isaretli olarak baslayan ve igaret degistirerek exp(d4mix) ile
carpma haline gelir. Sonrasinda yine, bir 6nceki problemde oldugu gibi, birim
(kapali egriler iizerinden) parcalanmig olur.
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PROBLEM 9’UN COZUMLERI

Problem 9.1. Periyodik Fonksiyonlar S kompleks sayilarda bir yaricapl, 0
merkezli gember olsun, yani S = {z: |z| = 1}.
(1)1) Asagida 1-1 iligki oldugunu gosteriniz.

(21.40) C°(S) = {ulu : S — C,siirekli} —

{u:R — C,sirekliu(x + 27) = u(z) V€ R}.

Coziim. E : R 3 0 — €™ € S iizerine, siirekli ve 2m periyodludur.
(ember iizerindeki her noktanin ters goriintiisii, # € R olmak fizere, 6 + 27Z
bigimindedir. Bu fonksiyonlarin bilegkesi

(21.41) E*: C%S)— C'(R),E*f =foE

bire-bir fonksiyon tanimlar.
(2) Asagida 1-1 iligki oldugunu gosteriniz.

(21.42)  L*(0,27) «— {u € L},.(R),ul(02x) € L£*(0,27)

ve wu(x+27m) =u(z) VreR}\Np,

burada Np, her z € R i¢in u(x + 27) = u(x) esitligini saglayan ve hemen her
yerde sifir olan fonksiyonlarin uzayimi géstermektedir.

Cozim. Bizim L*(0,27) tammimiz R {izerinde karesi integrallenebilir ve
(0,27) diginda sifir olan fonksiyonlar seklindedir. Simdi béylesi bir u fonksiy-
onu verildiginde onu (21.40) sag tarafindaki bir fonksiyona sifir olacak gekilde
ve periyodluk iligkisi

(21.43) wu(z) =u(zr —2nw),n € Z

kullanarak genigletiriz. Yukarida Vo € R i¢in n tamsayisi, x — 2nw € [0, 27)
olacak gekilde segilir. Burada sifirnmsi fonksiyonlar sifirimsi fonksiyonlara
giderler ve 0 noktasinda fonksiyonun degerini degistirme @ fonksiyonunu sifirimsi
bir fonksiyonla degistirir. Bu (21.42) daki gibi bir fonksiyon verir. (0,2m)
kisitlamast 2-tarafli ters’tir.

(3) L*(S), (19.30) nin sol tarafindaki uzay1 gosteriyorsa, C°(S) uzaym L*(S)
uzayina yogun olacak bigimde gomen, bir

(19.31) C°(S) — L*(S)
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dontigiimiin oldugunu gosteriniz. Buradaki fikir S iizerindeki fonksiyonlarin R
de 27-periyodik fonksiyonlar olarak diigtiniilebilecegidir.

Coziim. 11k fonksiyon ve ikincisinin tersinin birlegimi aranilan gémme déniigiimiidiir.
(0, 27) araliginin son noktalarinda sifir olan siirekli fonksiyonlar L?[0, 27] uzayinda
yogun olduklarindan ,yogunluk elde edilir. Dolayisiyla S tizerindeki fonksiy-
onlar1 gercgel sayilar tizerinde 27- peryodlu fonksiyonlar olarak diigtinebilirz.
Bunun tersi de dogrudur.

Problem 9.2: Schréodinger Dondstumi Asagidaki ornegi ele alalim.

_ dPu(x)

21.45
(21.45) Ir

+ V(z)u(z) = f(z) z€R,

(1) Once V = 1 alalm. Neden V = 0 almiyoruz? Bu béliimiin sonna kadar
bunu yanitlamaya caligmayin?
2
(Cozim. V =1 veya herhangi pozitif bir sabit almamizin nedeni %(21) =0
denkleminin periyodik ¢oziimlerinin bir boyutlu, yani- sabitler- olmasindandir.

(2) f(z) € C%(S) gergel sayilarda 2m-periyodlu fonksiyonlar olmak tizere

d*u(r)
dx?

(21.46) — +u(z)=f(z) ze€R

denkleminin ¢oziimiinti hatirlaymm. R de (21.46) denklemini saglayan iki-kez
tiirevlenebilen ve ikinci tiirevi stirekli olan 27-periyodlu tek bir u fonksiy-
onunun oldugunu kanitlayiniz ve bu ¢éziim

(2147) (@) = (SH@) = [ Alw)f()

(0,27)

olarak yazilabilir, burada A(z,y) € C°(R?) ve her z,y € R i¢in A(z + 27,y +

21) = A(z,y) saglanir. Ip ucu: Once periyodiklik kismini yok sayarak ¢oziim
bulunuz. Bunu yapmak icin, verilen denklemin tiirev doniisiimiinii ¢carpanlarina
aywririz. Kargilikli terimler yok olacagindan,

du , d*u(x)

1se

21.48 = — — —
( ) v dx v dx?

+v)

denklemine bakalim. Integral ¢arpanlari bulmak icin asagidaki denklemi ele
alalim.



(21.49)
v L

+uv=e"— Y =e""u

dz dz’

Iki kez integral alarak denklemi 6ziintiz ve boylece (21.46) deki diferensiyel
denklemin bir ¢oziimiinii bulunuz. Bunu iki kath integral biciminde yaziniz ve
integrallerin sirasim degistirerek ¢oztimii, A’, R x [0, 27] tizerinde siirekli olmak
uzere

(2150) w(a)= [ Alw o))y

bigiminde yazimiz. «'(27) — u/(0) ve %(27‘(‘) — %(0) farklarini f’yi iceren
integraller biciminde hesaplaymiz ve ' yi homojen denklemin ¢oziimii olarak
ekleyiniz, f = 0 igin c;e” + cpe™® dir, dolayisiyla (21.46)° {in yeni ¢Oziimii

u(2m) = u(0) ve ¥(27) = 2(0) ifadelerini saglar. Simdi umin (19.34) gibi

. . . . dw . . dx
verildigini kontrol ediniz.
Coziim. Integral alarak , eger v = j—“ — u ise
X

(21.51) w(z) = —€7" /: e*f(s)ds,u'(z) = €” /036 e to(t)dt

bize —%—i—u’ (x) = f(z) denkleminin bir ¢6ziimiinii verir. Bu ikiliyi birlestirip,
integral alma sirasini degistirerek,

(21.52) u'(z) = /0 " Az, y) fly)dy, A = 1/2(eF — ¢"Y)

y—r __ =Ytz
W) = [ ) ) A ) - { 2 e 2y

A, x = y boyunca sifir oldugundan, A’ siireklidir, ¢iinkii aksi halde orada
siireksizlikleri olurdu. Bu, sifirda, tiirevi ile birlikte sifir olan tek ¢oziimdiir.
Eger bu ¢oziimi periyodik olarak genigletmek istersek, homojen denklemin bir
¢oziimiini eklemeli ve gerekli diizenlemelerle,

(21.53) u=u'4+u" u" = ce” +de ", u(0) = u(2m), v (0) = u'(2m)
Simdi gerekli hesaplar yapilarak,
1 2m 2m
(150 (2m) = 5 [ (@ =T fly), S ) = = [ /2T ()
2 Jo dz 0
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(21.55)c(e®™ — 1) +d(e " — 1) = —u/(2m), c(e’™ — 1) —d(e > — 1) = ———(2n)

(@ = De=1/2 [T ), 2 - nd= -1z [T e )

Burada bulduklarimizi yerine koyarak,

271' y+z 6727T+y7.’17

(21.56)u /027r (2, )F (), Ale,y) = Ala,y)+1/25———1/2"—

Alr,y) = cosh(|z —y| — )

er—e™ "’

(3) Dogrudan ya da dolayh olarak A(x,y) = A(y, z) ve A'nin gercel oldugunu
gosteriniz.

(Cézim. Bu (21.56) dan kolayca elde edilir.

(4) S doniigiimiiniin, siireklilik geregi, L?(S) de sinirh bir déniigiime genisletilebilecegi
goruntiz.

Coziim. ||S|| = V2msup|A|.

(5) Asagidaki ifadeyi dogrulaymiz.

(21.57)  S(e™) = (k> +1)" '™, ke Z.

Céziim. Sf periyodik smir kosullarim saglayan tek c¢oziimdiir. e™* simir
degerlerini ve f = (k? + 1)~'e’* denklemini saglar.

(6) Az onceki sonucu kullanarak ya da bir bagka sekilde S'nin L?(S)nin
ozeslenik kompakt doniigiim oldugunu gosteriniz.

Coziim. Ozesleniklik ve kompaktlik (21.57) den elde edilir. Ciinkii e/** /v/21
bir ortonormal taban’dir. Bu nedenle S dontigtimiiniin 6zdegerleri sifira yakinsar.

(7) g € C°(S) ise Sg'nin iki-kez siirekli tiirevlenebilir oldugunu gosteriniz. ip
ucu: Integralin tiirevini alarak iglem yapiniz.

Cozim. Sf siireklidir. o' + u” tammlayan formiile geri gidersek, her iki
terimin de iki kez tiirevlenebilir oldugunu goriiriiz.
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(8) F, (21.57) deki gibi L(S) de tamml, 6zdegerleri (k241)~2 olan 6zeglenik
kompakt olmak iizere, S doniisiimii de (21.57) deki gibi ise, S = F? oldugunu
gosteriniz.

Coziim. F(e*) = (k* +1)71/2e™** tammlayalim. Yukaridaki bigimde kom-
pakt ve 6zeslenik oldugu gosterilir.

(9) F: L*(S) — C°(S) oldugunu gosteriniz.

Cézim. Sf vektoriinii tanimlayan seri

(21.58) Sf(x) = 217T S (2K 4 1)TV2(f, etk etk
k

mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Ornegin, Cauchy esitsizligini kullanarak, sup
normunda Cauchy oldugunu agagidan ogrenebiliriz: biiyiik p sayilar: i¢in

(21.59) || D (2K + 1)72(f, ™)™ || < el ]2

|k|>p

elde ederiz,¢iinkii 6zdegerlerin karelerinin toplami sonludur.

(10) (21.45) deki gergel esitlige gidelim. V'nin siirekli, gergel degerli ve 27
periyodik oldugunu varsayalim. w iki-kez tiirevlenebilir, 27 periyodik ve verilen
bir f € C°(S) igin (21.45) saglaniyorsa;

(21.60) u+ S((V —1)u) = Sf ve boyleceu = —F*((V — 1)u) + F*f
oldugunu gosteriniz ve
(21.61) v e L*S) ve v+ (F(V—1)F)v=Ff olmak iizere u= Fv

oldugu sonucuna variniz, burada V' — 1, V — 1 ile carpma dontigiimdiir.
Cézim. Eger u, (21.45) denklemini sagliyorsa,

B d?x(f) +u(z) = —(V(z) — Du(z)) + f(x)

saglanir. Periyodik smir degerlerini saglayan ¢oziimlerin tekliginden, u =
—S(V—=1)u+ Sf ve buradan da u = F(—F(V — 1)u+ F'f) buluruz. Dolayisi

ilev=—F(V —1)u+ Ff olmak iizere u = Fv vardir. Bu ise v'nin

(21.62)

(21.63) v+ F(V —1)Fo=Ff

sagladigini verir.
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(11) Tersine, v € L*(S)
(21.64) v+ (F(V-1Fw=Ff fecCS)

ifadesini saghyorsa v = Fv, 21 periyodik, R de iki-kez tiirevlenebilen bir
fonksiyondur ve (21.45) yi saglar.

Coziim. BEger, v € L*(0,2m) ve (21.64) denklemini saghyorsa u = Fv €
C%(S), u + F*(V — )u = F2f denklemini saglar. Ustelik F2 = S, C°(S)
uzayini iki-kez stirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar uzayma gotiirdiigiinden,
fonksiyonu (21.45) denklemini saglar.

(12) Spektral teoremi F(V — 1)F’e uygulaymiz ve her C\ {0} igin

(21.65) Mo+ (F(V—-1)F)v =g, g¢€ L*S)

nin her g € L2(S) i¢in tek ¢oziimiiniim olmasi icin gerekli ve yeterli kogulun
her j igin A # \; olacak bigimde |\;| — 0 ifadesini saglayan R \ {0} de bir \;
dizisinin oldugunu gosteriniz.

Coziim. F(V —1)F ozeslenik ve kompakt oldugundan, L*(0,27) nin F(V —
1)F operatoriiniin 6zfonksiyonlarindan olugan bir ortonormal tabani vardir.
Bu dizi sifira yakinsar. Sifirdan farkli kompleks say1 A'nin ¢oziim olabilmesi
i¢in gerek ve yeter kogul onun izomorfizma, yani A # A; ise A, —F(V —1)F'nin
ozdegeri degildir.

(13) Her A; icin

(21.66) Nv+ (F(V-1)F)V =0, veL*S)

denkleminin ¢éziimiiniin R de siirekli 27 periyodik fonksiyonlar oldugunu gosteriniz.

Cozim. Aj # 0 icin v eger (21.66) denkleminin ¢éztimii ise, v = —F(V —
LF)V/\; € CO(S) dir.

(14) (21.66) de v’yi saglayan fonksiyona kargihik gelen v = Fv fonksiyonunun
iki-kez siirekli tiirevli, R de 27 periyodik ve

d*u 1
(21.67) — ] +(1—-s;+s;V(z)u(zr) =0, s;=—

esitligini sagladigini gosteriniz.

Cozim. u = Fv, u = =S(V — 1)u/\; saglar. Dolayisiyla, iki kez siirekli
tiirevlenebilirdir ve (21.67) denklemini saglar.
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(15) Tersine, u sifira egit olmayan, iki-kez siirekli tiirevlenebilen, 27 periyodik
fonksiyon,

2
(21.68) — Z;; +(1—s+sV(x))u(z) =0, seC
ise baz1 j ler i¢in s = s; oldugunu gosteriniz.
Coziim. uw = —S(V —1)u/\; denkleminin periyodik ¢6ziimlerinin tekliginden
daha onceki gibi elde edilir.
(16) (21.45) denklemi igin Fredholm alternatifi'nin dogrulugunu gosteriniz.
Teorem 16 Gergel sayilar tizerinde tanimli ve gergel degerli stirekli 27 periy-
odlu V' fonksiyonu igin ya (21.45) siirekli ve 27 periyodlu her f i¢in yine 27
periyodlu, iki-kez siirekli tiirevlenebilen tek bir ¢oziime , veya

d*w(zx)

dz?

homojen denkleminin sonlu boyutlu, iki-kez siirekli tiirevlenebilir ve 27-
periyodlu fonksiyonlardan olugan ¢6ziim uzayr vardir. (21.45) denkleminin
¢6ztimi olmasi igin gerek ve yeter kogul (21.69) denkleminin her 27- periyodlu
¢Oozumi w i¢in f(0,27r) fw = 0 saglanmasidir.

Yukaridan, Schrodinger doniigiimiintin tiim 27 periyodlu ozfonksiyonlarini
anlayabiliriz. ()nce, —% ifadesine 1 eklemede ilahi bir sey olmadiginmi belirte-
lim, hakikaten herhangi bir pozitif sabit ekleyip, benzeri sonucu elde edebili-
riz. 0 ile ilgili problem —‘C% = 0 homojen denklemini saglayan sabitlerdedir.
Gergekten kanitladigimiz sey;

(21.69)

+V(z)w(x) =0,z € R

2

d
(21.70) u — Qu = —d—;;u +Vu

dontigtimiiniin iki-kez siirekli tiirevlenebilen fonksiyonlar uzay1 iizerinde sol
tersinir olmasi veya

2

d“u

denkleminin sifirdan farkli bir ¢6ziimii olmasidir. Bu sol ters R = F(Id +
F(V —1)F)"'F dir. Bu doniisiim kompakt ve ozeglenik’tir. Burada hala
yapilacak cok ig vardir. Ornegin, () dontisiimuniin iki-kez tiirevlenebilir 6zfonksiyonlari,
yani Qu = 7u denkleminin ¢oziimleri Ru = 7~ 'u denkleminin sifirdan farklh
¢ozuimleridir.
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(21.72) denkleminin sifirdan farkli ¢éziimii oldugunda ne yapilmahdir? Bu
durumda bu goziimler uzaymin sonlu boyutlu oldugunu ve L*(S) uzaymin
diktiimleyeninde ¢alisarak ayni sonucun dogru oldugunu gosteriniz.
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