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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009
DERS 24. HERMIT TABANININ TAMLANISI

Harmonik salimim

2
(241) H_—ddQ—f—LU HUOZUOauOZG_%

¥

dan baslayarak ve agagidaki yaradilig ve yoketme doniigtimleri

(24.2) A:;ic, c:—;;m AC —CA=2Id, H=CA+Id

kullanilarak
(24.3) u; = Clug = pj(z)uo(c), p(x) =22/ +lots, Hu;=(2j+ 1y,

ozvektorleri incelendi ve j # k ic¢in u;Lluy oldugu gosterildi ve dolayisiyla
normallegtirilme yapildiginda L*(R) de ortonormal sistem

(20.4) e; =

bulundu.

Burada ¢ok detaya girmeden e; lerin L*(R) de ortonormal bir taban oldugu
gosterilecek, yani tam ortonormal dizi oldugu gosterilecek.

e; lerin tamhgim gostermek icin, 6zvektorleri bunlar olan, sifir uzay1 ol-
mayan ozeslenik kompakt doniigtimler bulmak yeterlidir. Bunun bir kag yolu
olmasina kargin bu kanitlardan basit olanlar1 ters Fourier formiiliinii kullanir.
Ben ise tamlhigi kullanip ters Fourier formiiliinii kanitlamak istiyorum. Dolayisi
ile Mehler formiiliniin bir bi¢imini kullanacagim. Bu baglamda size gecen
derste sizi bir miktar yonlendirmeye ¢aligtim. Yapacaklarimizin ilk kismi ko-
lay, ikinci kismi ise biraz daha karigiktir. e; lerin tiimiiniin gercel oldugunu
hatirlayarak 6zfonksiyonlar: e; olan ve buna karsilik gelen 6zdegerleri A; > 0
olan bir doniigiim bulmak ig¢in

[e.e]

(24.5) Au(z Z (u,ej)ej(x) = Z/\jej(:v)/ej(y)u(y)

j=0 j=0

tanimini yapalim.
Bunun doniisiim olmasi icin j — oo i¢in A\; — 0 olmasina gereksinim vardir
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(serinin yakinsak olmasi i¢in A; lerin smirh olmasi yeterlidir). Bununla be-
raber problem A'min sifir uzaymin olmamasidir-elbette bu,A; lerin pozitif ol-
masl1 varsayimi ile, A; lerin tam olmasina karsilik gelir;

(24.6) Au=0<= ule;,Vj.

Yapmak zorunda oldugumuz is artik belli oldu. Temel fikir A’y1 bir integral
doniigimii olarak yazmak ve sonugta bununla ¢aligmaktir. w € [0,1) igin
A\j = w’ olarak alahm. Buradaki fikir

(24.7) Aypu= iwjej(x)ej(y) = A(w, z,y)

i¢in agik bir formiil bulabilecegimizdir.
A(w, z,y) yi bulmak igin son yapilan geyler kullanilacak. Son olarak Fourier
dontigimi
F:L'R)—CL(R), F(u)=1u

(24.8)
al€) = [ e u(@), suplal < |l

olarak tanimlanmig ve ozellikleri incelenmigti. Sonra ug’'nin Fourier déniigtimii
hesap edilmisti, yani

(24.9) (}—Uo)(f) = \/%uo(f).

Bunu kullanarak

22

(24.10) v=e = u= T

oldugu gosterilir.
Degigkenlerin adlar1 degistirilerek

1o e
(24.11) e = —/ ¢i75= % s
R

elde edilir.
Bu durumda u; lerin tanimi, yeniden

(24.12) wu;(z) = (—CZC +z)e =eT(—)e ™.

olarak yazilabilir.
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Bunu (24.11) de kullanarak ve tiirev alarak-bunu yapabilmemizin nedeni
integralin yakinsamasindandir-
e
2\/m Jr
elde edilir. Bunu (24.7) nin sagindaki toplamda iki kez kullanarak ve nor-
mallegtirmeleri (24.4) de kullanarak,

2
(24.13)  w;(z) = (—is) ™~ Tds

[N

2
oo o [ +4 —1Vwisits . L2 2
R S S
J=0 j=0 4m?2 :

bulunur. Burada olan serilerin yakinsamasi ve toplamlarinin iistel olmasidir.
Boylece agagidaki sonug elde edilir.

Onteorem 19. (24.7) esitligi agagidaki gibi gerceklesir.
I —w 9 I+w

1 2
m“ﬁ(‘m@fﬂ) —m(ﬁ—y) ).

Kanit. (24.14) deki serileri toplayarak

(24.15) A(w,z,y) =

24.16) A o Lo

elde edilir.

Daha once yaptigimiz gibi ayni formiilii o' nin Fourier doniigiimii igin uygu-
layarak bu integralleri acik bir bigimde hesap edebiliriz. Daha once yapilandan
daha kolay bi¢imde, degiskenler degistirilerek,

(S+1T) (S—-T)
_ =20 L gsdt = dSdT,
NG vz v
(24.17)
1 : . s? 88 (zty) 1 o=y 1 2
—5w5t+zsx+2ty—z—z—25’ 7 —Z(l—i-w)SzT 7 —1(1—w)T

elde edilir.

exp(—x?) nin Fourier doniigiimii i¢in formiil kullanilabilir, bir degisken degigimi
sonrasinda,

oty 1 ) 2,/ (z+y)?

exp(iS ——(14+w)S?)dS = ———exp(———~

eamtiS™ 5" = 301+ wishas = a5

)
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(24.18)

sonugu bulunur.
Bunlarmm (24.16)’da yerine konmasiyla,

((x+y) (x—y)?  o° y2)
20+ w) 2(1—w) 2 ' 2

(24.19) A(w,z,y) = \/—m

bulunur. Bu, baz1 ayarlamalarla, (24.15)’i verir.

Integral doniigtimleri diliyle elde edilen A, 'nin agik yazilimindan agagidaki
onerme elde edilir.

Onerme 31. Gercel degerli f € L*(R) icin

(24.20) 3" [(u, )" = IIf 1172
j=1

Kamit. A, 'nin tanimindan

(24.21) i (u, ;)7 = lim(f, Au.f),

dolayisiyla (24.20) ifadesi
2422) lim(F,Auf) = |1

ifadesine indirgenir.

(24.22)’yi kamitlamak igin, once f € C°(R) siirekli fonksiyonunu smirh bir
aralik diginda sifir, yani, |x| > Ricin f(z) = 0 varsayarak, integral doniigiimiinii
basitlestirecegiz. Bu durumda L? uzayindaki iccarpim cift kath integral olarak
yazabiliriz, bu gercekten gergek bir Riemann integralidir:

(24.23) (£ Auf) = [ [ Alw,w,9)f(@)f(y)dyda.

Burada f ve A'nin gergel degerli olduklar1 kullanild.
(24.15) de A i¢in verilen formiile bakahm. Once, (1—w?)—3 carpanimm w —
1 i¢in smirsiz olduguna dikkat edelim edelim. Diger taraftan exponensiyelin
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argumentinin iki teriminden ilki, w — 1 i¢in sifira ve ikincisi ise, en azindan,
x —y # 0 oldugu zaman siirsizdir. Verilen ip uclarindan

egere > 0,ise X = {(x,y): |z| < R, |ly| < R|z —y| > €}

(24.24)

w—1 i¢in sup|A(w,z,y)] — 0
e

oldugu gortliir.

Boylece (24.23) deki integralin |z — y| > € tizerindeki pargasi, w — 1 igin
sifira gider.

Diger pargaya |z — y| < € lizerinde bakalim. f’nin diizgiin siirekliliginden,
verilen ¢ > 0 icin

(24.25) |z -yl <e=[f(z) = fly)| <9

olacak bicimde e > 0 vardir.
Simdi ((24.23) ii¢ parcaya aywalim:S = [—R, R] olmak iizere

(2426) (f,Auf) = [ Alw, 2, 9)f(2)f (y)dyda

SOflz—y|=e}

o A - [ Wy

+ Alw, ., y) f*(y)dyd
Sn{|z—y|<e}

Simdi 6nemli oldugu igin (24.36) daki tiglingii integrale bakalim. Eger degskeni

z den t = /1% (z — y) degiskenine degistirirsek, integral

14+w
A el 2

14+w
24.2 A th| ——
(24.27) Alw,y +4\/7——.y)
t2

B 1 (1—w) 5
= mexp <—4(1+w)(2y +tV1 —w) > exp(—z)

haline donitigiir. Burada y sinirhdir; ilk tistel ¢carpan 1’e yaklastigindan her

+2
€ > o0 igin (24.26) daki ti¢iincti terim [e~ 7 = 24/7 oldugundan
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(24.28) w — liken [|f]|.2 sayisina yakinsar.

A > 0 oldugundan benzer akil yiirtitme integraldeki ikinci terimin de ¢
sayisinin bir katindan kiigiik oldugunu verir. Bu, (énce § sonra e secimi ile)
(24.22) ve sonrasinda ise f nin siirekli ve [—R, R| araligi diginda sifir olmasi
nedeni ile (24.20) ifadesini kanitlar.

Genel durumun kaniti ise stirekli ve bir kompakt kiimenin diginda sifir olan
fonksiyonlarin L?(IR) i¢inde yogun olmalar ve (24.20) ifadesinde her iki taraftaki
f € L(R) fonksiyonunun siirekliliginden elde edilir.

(24.22) ifadesi e; fonksiyonlarinin, gosterilmek istendigi gibi, ortonornal bir
taban oldugunu verir.
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