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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009

DERS 5. LEBESGUE INTERGALLENEBILIR FONKSIYONLAR

VEKTOR UZAYLARIDIRLAR

LY(R) ile, daha 6nce oldugu gibi, gercel sayilar tizerinde Lebesgue integral-
lenebilir fonksiyonlarin uzayini gosterelim.

Onerme 4.£'(R) bir vektor uzayidir.

Kanit. R iizerindeki tiim fonksiyonlar bir vektor uzayi olduklarindan sadece
L!(R) nin toplama ve skalerle ¢carpma altinda kapali oldugunu gostermek yeter-
lidir. Skalerler altinda kapali olduklarini kanitlamak kolaydir. Eger skaler 0
ise carpim sifir fonksiyonudur ve sifir fonksiyonu integrallenebilirdir. Eger
g € LY(R) ise, tamim geregi, mutlak toplanabilir olan basamak fonksiyonlar
dizisi f,, i¢in

(5.1) Z/ |fal <00 D |falz)| < 00,saglayan her z i¢inf(z) = Y fu(z).

Eger ¢ # 0 ise cf,, cg i¢in aranilan fonksiyonlardir.

g ve ¢’ gibi iki fonksiyonun toplaminin da yine £'(R) oldugunu gostermek
biraz daha zahmetlidir. Burada yapilacak ”‘agikar”’ sey basamak fonksiyonlar:
serilerinin toplamlarini almaktir. Ancak bu bizi sikintiya sokar. Bunun yerine
eger f, ve f/; g ve ¢’ niin L*(R) oldugunu veren basamak fonksiyonlar: serileri
ise,

o2 1= ) 75

Bu dizi mutlak toplanabilirdir. Ciinki;

6:3) 3 [l =3 [ 1l + 2 [ 1] < o0

Daha da 6nemlisi, Y, |h,(x)| serisinin yakinsamasi i¢in yeter ve gerek kogul
>i | fre(x)] ve X | fi.(z)] serilerinin her ikisinin de yakinsamasidir. Mutlak yakinsayan
seriler yeniden diizenlenebileceklerinden |,

(54) Y 1hn(@)] <00 = 3 hn(x) =D ful®) + 3 fu(w) = g(zx) + ¢'(2)

n n
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Dolayisi ile g + ¢’ € L'(R) elde edilir.

Buradaki notumuz mutlak yakinsayan seriler ile ”yaklagim” yapilirken biraz
dikkatli olunmasi geregidir.[]

Tanwm 4. E C R altkiimesinin Ol¢imiunin sifir olmasi, £ kiimesindeki her
x i¢in bulunabilecek mutlak toplanabilir basamak fonksiyonlar1 f,, i¢in

(5.5) > |fal@)l =00

n

kosulunun saglanmasi olarak tanimlanir.

Onerme 5. Eger g € LYR) ve ¢ : R — C ve ol¢glimii sifir olan E kiimesi
icin R\ E kiimesinde g = ¢’ ise ¢’ € L' (R) dir.

Kanit. Burada yapmamiz gereken g fonksiyonuna mutlak yakinsayan basamak
fonksiyonlari serisi f,, ve F kiimesindeki her x i¢in

>n |fh(x)| = oo basamak fonksiyonlar: serisi f/ bulmaktir. ¢'’ne yaklagmak
icin terimleri agagida verilen seriyi diigiinelim:

fr(x) n=3k-2
(5.6) hp(z) =1 fi(x) n=3k-1
“Fie) 03k

Béylece once f; ekler sonra ¢ikaririz. Bu seri mutlak yakinsayan bir seridir.
61 X [l =X [In+2X [17]
n k k
Noktasal yakinsayan bir seri ne zaman mutlak yakinsar? Varmamiz gereken

(58) D Ifu(@)| + 2> [ fe(2)] < o0

Yukaridaki toplamda ikinci serinin yakinsamasi = ¢ E verdiginden ve ilk
toplamin sonlu olmasindan ,(5.8) saglandig1 zaman

(5.9 D |h(@)] =g(x) =g'(2)

k

bulunur. Sonlu toplam her zaman S5, | fi(x)| veya bu art1 fiy(z)- ki bu
(5.8) daki serinin mutlak yakinsamasindan N iizerinden sifira gider. Dolayisi
ile gergekten ¢’ € L1(R) buluruz.r]

Buradan 6l¢iimi sifir olan kiimelerin gercekten kiiciik olduklarina hitkmedebilmemize
karsin hala £!(R) ifadesine anlam kazandiramadik.
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Bunun i¢in agagidakileri kontrol etmemiz gerek:
Onerme 6. £'(R) uzaymin her 6gesi f igin, integral

610) [1=% [ 5

ifadesi (5.1) saglayan ve f e yakinsayan mutlak toplanabilir basamak fonksiy-
onlarindan bagimsiz olarak, iyi tanimhdir.

Kanit. f,, ve f! dizileri (5.1) saglayan ve f e mutlak yakimsayan diziler olsun.
Artik biraz deneyim sahibi oldugumuzdan, dogal olarak,

o o -{ 55, 178

aliriz. Bu seri mutlak toplanabilirdir. Noktasal tanimlanan serilerde her iki
seride mutlak toplanabilir oldugunda seri mutlak yakinsaktir. Serilerin genel
terimleri sifira gittiginden

(512) Y (@) < 00 = 3 hn(z) =0

dahasi, integraller dizisinin mutlak yakinsamasindan

(5.13) S| [ hal@) <3 [ Iha@)] < o0

Buradan serileri tekrar diizenleyerek

(5.14) ;/hnzgkj/fk—%:/fé

elde ederiz. Simdi sag taraftaki toplamlarin egit olduklarini istedigimizden,
farklarimin sifir oldugunu gérmek yeterli olacaktir. Bu ise bir sonraki neticeden
elde edilir.[].

Onerme 7. f = 0 olmak iizere (5.1) saglayan mutlak toplanabilir bir f,
serisi

(5.15) znj/fn —0

saglar.

Kanit. Elimizde kullanabilecegimiz tek sey monotonluktur. Beceri ise onu
kullanabilmektir sanirim. Bahsettigimiz beceri ise bir dogal say1 N secmek ve
terimleri agagida verilen yeni bir basamak fonksiyonlar: serisini diigtinmektir:
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(5.16)  g1(x) = ij(fﬂ) gk(@) = [fnra (@)l k>1.

Serilerde yakinsama serinin kuyrugunun bir ozelligi oldugundan yukaridaki
seri mutlak toplanabilirdir. Yine de her durumda

U TR Wil

Ustiine iistlilk, birinci terimden sonraki terimler negatif olmadiklarmdan,
agagidaki serinin kismi toplamlari

(5.18) Gy(x) = kigpm

azalan olmadiklarindan G, yine bir basamak fonksiyonlar: dizisidir. Dikkat
edersek x ’e bagh olarak iki olasilik oldugunu goriirtiz. Eger ilk seri olan
>on | fn(x)| serisi wraksak bir seri ise, bagka bir deyigle +oo yakinsiyorsa, bu
G, - bu da serinin sonlarmin bir 6zelligi oldugundan-igin de gecerlidir. Diger
yandan, eger > | f.(z)] sonlu ise, biiytik p sayilar: igin

p+N-1

(5.19) Gp<x>=;fk<x>+21fN+j<x>\z S o)

Sag taraf sifira yakinsadigindan, serinin sonlu olan limiti negatif olamaz.
Simdi gegen derste goriilen monotonluk 6nermesi G, 6zeline
uygulanarak

(5.20)  limy—.oo / G, >0

elde ederiz ki burada limitin 400 olma olasiligi vardir. Ancak basta secilen
N icin bulunan

(5.21) Z/fk+ i |fnse| >0
j=1 k=1

esitsizligi simdi tiim N ler i¢in dogrudur. Diger yandan, integrallerin serisi
sonlu oldugundan, verilen ¢ > 0 i¢in bulunabilecek M ve N > M i¢in

N
(5.22) Z/\fk|<5:»2/fk2—5 YN > M.

k>M
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buluruz. Simdi bu

o) ¥ [z

verir. Bu istedigimizin yarisidir, diger yarisimi elde etmek igin yukaridaki
akil yiirtitmeyi — f; fonksiyonuna uygulariz.[]
Sonug. 1. (5.1) deki kogullar saglayan her yaklasim dizisi (f,,) igin

621 [1=% [ 5

ile tanimlanan integral,

(5.25) / . LY(R) — C

iyi tanimli bir fonksiyondur.

Ozellikle tammlanan integral agikar degildir. Gercekten, eger f bir basamak
fonksiyonu ise ve dizi f; = f,f; = 0 Vj > 1 olarak secilirse mutlak toplan-
abilidir ve (5.1) anlaminda f fonksiyonuna yakinsar, dolayisila,

(5.26) / basamak fonksiyonlarindaki integral ile cakigir.

Simdi belki biraz da gereginden fazla hizli giderek agsagidaki teoreme kadar
geldik.

Onerme 8. Ol¢iimii sifir olan sayilabilir tane kiimenin bilegiminin 6l¢iimi
sifirdir.

Kanit. Tanim geregince bir E kiimesinin ol¢timiiniin sifir olmasi demek, E
iizerinde

(5:27) Y |fu(@)] = +oo

n

saglayan, 3, [ | fu| < 0o olan mutlak toplanabilir basamak fonksiyonlar1 f{)
nin varhgidir. Elimizdeki veriler bize sayilabilir coklukta F;, j =1, ... ailesi ve
bu ailedeki her kiime icin mutlak toplanabilir f/) vermektedirki

(5.28) Y [P < o0, B € {z € R: 3|9 (@)| = +oc}

Simdi fikir her Ej; tzerinde mutlak iraksayan yeni bir mutlak yakisayan
basamak fonksiyonlar: serisi elde etmektir. Ilk yapilacak ig
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£ fonksiyonlarm "iyilestirmektir”.(5.28) deki rraksama serinin kuyrugunun
bir ozelligidir-bagtan sonlu tane terim atsak bile hala dogru olacaktir. Mutlak
yakinsama kullanarak her j i¢in bulunabilecek V;, ki bunun

(5200 ¥ [If91<27 v
TLZNJ
saglamasi gerekir. Simdi yapilacak i n = N; sayisindan 6nceki tiim terimleri
silmek olacaktir. Geriye kalan diziyi yine f{/)
ile damgalarsak sadece (5.28) degil, bunun yamsira mutlak yakinsama ve ek
olarak

(530) Y [P <2%i= 3% [119] < o

elde ederiz. Boylece yukaridaki ¢ift toplamin(mutlak degerlerin integralleri
olan) mutlak yakinsadigini elde ederiz.

Simdi, hy diye fU) fonksiyonlarinin yeni ve makul bir diziligini alalm -
ornegin, bu her j + n = p sirasinda g¢aligilarak- yapilabilir.

Gergekte, ¢ift siranin herhangi bir siralamasi igimize yarayacaktir. (5.30)
nedeni ile bu mutlak yakinsayan bir seridir. Ustelik noktasal

seri olan agagidaki seride ilk toplam ikincisinin i¢inde oldugundan, eger her
j igin;

(5.31) Y |fV (@) =00 ise > |h(x)| = +oo

elde edilir. Dolayist ile Y- |hi(z)|, E; kiimesinin her = noktasinda wrak-
sadigindan, birlegsimin ol¢timii sifirdir.[]
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