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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009

DERS 7. MONOTONLUK, FATOU ONTEOREMi VE SINIRLI
YAKINSAMA TEOREMLERI

Onerme 12 (Tekrar Monotonluk). f; € £'(R) monoton dizi, her z € R ve
her j icin f;(z) > fj+1(z) ya da her x € R, her j icin fj(x) < fit1(z) ve [ f;
yukaridan sinirl ise

(7.1) {zeR: jllrgo fij(x) sonlu} =R\ E

dir.
Burada adi gegen E kiimesinin ol¢gtimii sifir ve

f=lim fj(x) h.hy. L' R)mn bir elemam
j—o00

(7.2)
jli_{glo/\f — fil =0.

Burada yapilacaklarin ana fikri : Pozitif olma, integrali alinacak fonksiyonlarin
sifirdan biiyiik esit olmasi kosulu yerine fonksiyonlarin integrallerinin sinirlilhig
getirilmesidir. Ol¢iim kuraminda bu yaklagima gerek yoktur. Ciinkii oradaki
olgiilebilirlik kavrami integrali 'varolan fakat sonsuz degeri’ alabilen sifirdan
biiytik esit fonksiyonlara izin verir. Burada aymi sey gecerli degildir.

Kamt f;’lerin isaretlerinin degistirilmesi yapilabileceginden f;’ lerin mono-
ton(tekdiize) artan oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda integral dizisi de
monoton artan, kabulden 6tiirii sinirh, dolayisiyla yakinsaktir. f,,’nin agagidaki
ozelligi saglayacak g; = f,, altdizisine gegebiliriz.

(7.3) /\gj — gj-1| = /gj - /gjq <277 Vj>1.

Bu hy = g1, hj = gj — gj—1, j > 1 serisinin mutlak toplanabilir olmasidir. En
son sonuc¢tan bunun h.h.y. yakinsak oldugunu biliyoruz, yani, limit f integral-
lenebilirdir ve

J
(7.4) /f: lim/th: lim/gj: lim/fj.
j—eo ) j—00 n—o0
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Aslinda burada heryerde gi(x) olan -, hj(x) serisi yakinsaktir, dolayisiyla
fn(z) yakimsaktir, ¢linkii, monoton olan bir dizinin altdizisidir. Buradan (7.1)
ve (7.2) nin birinci kismi elde edilir. Tkinci kisim, denklik simflarimin L (R)
uzayinda yakinsamasi, monotonluktan elde edilir.

5 [If=fil=[f=[1i—0 (=)

Simdi Fatou Onteoremini ele alalm. Burada sadece monotonluk almir ve
integrali simirh integrallenebilir fonksiyonlarin genel dizisine uygulamr. Iki
integrallenebilir fonksiyonun maksimim ve minimumu da integrallenebilirdir

. (7.6) /min(f, g) < min(/ f,/g).

Onteorem 3. (Fatou) f;, £'(R) de negatif olmayan (gercel degerli integral-
lenebilir) bir dizi ve [ f;, R de iistten smirh olsun. Bu durumda

f(z) =liminf, .cofo(z) hhy. var, fe&LYR) wve
(7.7)
/liminffn < hmmf/fn

Kanit. liminfnin 6zelliklerini yeterince hatirlaymiz! k sayisini sabitleyelim
ve yukarida kisaca tartigildigr gibi

(7.8) Fpn= min f,(v)€ LY(R)

k<p<k+n

olarak tanimlansin. Burada minumum, elemanlari negatif olmayan, n sayilarinin
artan degerleri i¢in azalan bir kiime iizerinden alindigindan, bu dizi azalan
bir dizidir. Burada integraller asagidan 0 ile sinirhdir, dolayisiyla yukaridaki
monotonluk sonucu uygulanir ve

(7.9) gule) = inf fy(@) € L'R), [ < [fu VnZk

elde edilir. Negatif olmayan azalan sayilarin limiti her zaman vardir ve limit
bu azalan sayilarin infimumudur. Bu gozlemden

(7.10) /gk < hmz’nf/fn.
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elde edilir. Simde k sayisim degigtirelim. O zaman (7.9) daki infimum &
sayilarinin artan degerleri igin azalandir. Buradan gi(z) artandir elde ederiz.
Integral her zaman [ f,,’lerin biri tarafindan simirhdir ve boylece k dan bagimsiz
olarak yukaridan simirhdir, ¢iinkii [ f, lerin bir simirmin oldugu varsayildi.
Monotonluk sonucunu tekrar uygulayabiliriz ve buradan

flz) = kh_)r{.lo gr(r) hhy varve fée L' (R)

(7.11)
/fgliminf/fn.

elde edilir. f(z) = liminff,(z) oldugundan lim inf tanimim kullanarak
Onteoremi kanitlariz.

Simdi Fatou Onteoremini esas amacimiz olan asagidaki teoremi kamtlamak
i¢in kullanacagiz.

Teorem 2. (Lebesgue Smurh Yakmsama teoremi) Integrallenebilir fonksiyon-
lar f; € LY(R) dizisi igin

3h e LY(R), |f;j(z)] < h(z)h.hy. ve

(7.12)
flz) = Jim fi(xz) h.h.y. var

ozelliginde olsun. Bu durumda f € £'(R) ve [ f = lim,, .o | f, (limitin varhg:
da iddia igerisindedir).

Kamt. Hipotezler gercel ve sanal kisimlar i¢in de gegerli oldugundan f;’leri
gercel varsayabiliriz ve ikisi birlikte istenileni verir. Ayrica (7.12) de verilen
siirlamanin dogru olmadig: kiime tizerinde f; fonksiyonlar: sifir olacak bicimde
degistirilebilir. Bu durumda

(7.13)  —h(z) < fij(x) <h(zx) VreR
olacaktir.
Ozellikle g; = g — f; negatif olmayan integrallenebilir fonksiyonlarin dizi-
sidir ve integrallerinin dizisi smirhdir. (7.12) den [[f;| < [h elde edilir ve

dolaysiyla [ g; < 2 [ h. Buradan Fatou Onteoremi g; ye uygulanir. g; dizisinin
h.h.y. f’ye yakinsadig1 varsayildigindan

h— f(x)= limjinf(:c) h.h.y.
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bulunur.

(7.14)/h—/f < liminf/(h—fj) :/h—liminf/fj
dir.

Yukaridaki egitsizlikte sag taraftaki liminf’in isaret degisimi nedeni ile limsup
olduguna dikkat ediniz. Aym tartismayi, g; = h(x) + f;(z) negatif olmayan
ve integralleri iistten smirli olan ¢ dizisine de uygulayabiliriz. Bu dizi h(x) +
f(z)’e h.h.y. yakmsar ve buradan

(715)  [h+ [ f<tminf [(h+ ;) = [ limind [,

elde edilir. (7.14) ve (7.15) esitsizliklerinde [ h leri yok edebiliriz ve bu esitsizlikleri
kullanarak agagidaki esitsizlik elde edilir.

(7.16) limsup/fj < /f Sliminf/fj
Bunun yaninda aym gercel dizi icin, soldaki limsup, sagdaki liminf den
kiiciik esittir. Bu bunlarin esitligini gerektirir ve buradan [ f; yakinsar (gerek
duyuyorsaniz liminf ve lim sup’un tanimlarina bakiniz.) Boylece

(7.17) /f: lim /fn.

n—oo

Genel olarak Lebesgue Sinirli Yakinsama teoremi bazi fonksiyonlarin Lebesgue
integrallenebilir oldugunu kanitlamak i¢in kullanilir.

Son olarak L'in bir Banach uzay1 oldugunun anlasildigindan emin olmak
istiyorum. Yine bazi anlamlarda yaygin olmayan

(7.18) LY(R)={f:R— C, fintegrallebilir}

gosterimi kullanalim. Burada "L” italiktic. f € LYR) igin |f] € LYR)
oldugunu biliyoruz (salimimi yeterince kotii f’ler i¢gin bunun tersi dogru ol-
mayabilir). f’nin mutlak degerinin ne zaman sifir olacagini tam olarak biliy-
oruz,

(719) N={/eL'®): [I7]=0)
={f:R—C,f(x)=0 VeeR\E, FEnin Ool¢imi sifir}.

Ogelerini sifirtms fonksiyonlar olarak anacagimiz N uzay: bir altuzayidir. Bu-
radan

(7.20) L'=L'R)\N
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tanimlanir. Burada ”L” italik degildir. Bu gosterim de yaygin degildir fakat
(7.20) kesinlikle yaygin bir tamimdir. L'’nin elemanlar1 fonksiyonlarin denklik
smiflar

(721) [fl=f+N feL(R)

dir. Burada £'(R)nin elemanlarinin farklar: sifirrmsi olan fonksiyonlar olarak
tanimlaniyor. Yani ol¢timii sifir olan bir kiilme disinda egitlerdir. Burada kiime
sabit degil fakat fonksiyona baghdir. £'(R)nin bir eleman: i¢in integral

(7.22) A1l = [ 1f]

olarak tanimlanir. Tanimin sag tarafi temsilden bagimsizdir.

Theorem 3. (7.22) de gegen  ||[f]||;: fonksiyonu £!(R)’de uzaynda bir
normdur. Bu norma gore £!(R) bir Banach uzayidir.

Mutlak degerin integrali [|f|, £!(R)’de bir yari-normdur, yani [|f| = 0
igin f = 0 olma kogulu digindaki tiim norm kogullari saglanir. Boliim uzayina
gecerek bu problemi ortadan kaldiriyoruz.

Kanit. Norm kogullarininin saglandigina bakmayacagiz, fakat siz kontrol et-
melisiniz. Sadece £'(R)’nin  ||[f]]| 1 normuna gore tam oldugunu gosterecegiz.
Tam oldugunu gostermek, Lebesgue fonksiyonlarin mutlak toplanabilirligi konusunda
son dersde verilen Teoremin dogrudan bir sonucudur, dolayisiyla bu teoremin
ne dedigini hatirlamalisimz. f integrallenebilir oldugunda |f|'nin integral-
lenebilir oldugunun nasil gosterildigini hatirlaymiz. Daha acikca, f; mutlak
toplanabilir bir seri ise (6nce basamak fonksiyonu, fakat burada Lebesgue in-
tegrallenebilir fonksiyonlari),

> fe

k<j

>

k<j—1

(723) g=Ifl, 9=

olarak tamimladik. Burada

(7.24) gl < [fs] Vi

dir. Béylece g; mutlak toplanabilirdir ve Y-; f;(x) her yerde yakinsaktir ve

(7.25) N — ooiken Y. g;(x) =

J<N

> fi@)

J<N

— |f(z)].
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Bu |f| € LY(R) ve daha da fazlasi

7.20) [1f1= Jim [13 5@

dogrudur. Bu baglangictan beri niye mutlak toplanabilir seriler kullandigimizi
acikliyor.

Tekrar f;’ye ve £'(R)’de mutlak toplanabilir serilere geri gidilerek, i lfil
toplaminda, yukaridaki tartismay1 /V sayisinda baglayan budanmis seriye uygu-
layabiliriz. Daha acik ifadeyle, j > N icin f;, h.h.y. toplanabilir ve toplami

(7.27) fz) = > fiz) = >_ fi(@)

J<N J>N

<> [l

olan mutlak yakinsak bir seri verir. (7.26) nin uygulanmasiyla,

SZ/|fj|

>N

(r28) [ ‘f(:v) - Y S

J<N

elde edilir. Ustelik, mutlak yakinsama, sagdaki N den biiyiik sayilar tizerinden
alinan toplamin kiiciik olmasi anlamindadir. Yani,

(7.29) Jim [ ‘f(w)— > fi@)| =0

j<N

Dolayisiyla £(R) yerine L' (R) hakkinda diigiinme geregi vardir. f; € L'(R)
olmak tizere, L'(R)nin igerisindeki F; deki mutlak toplanabilir dizi f; + N
denklik siniflarinin bir serisidir. Mutlak toplanabilme kogulu

(730)  SIFl =3 [ 1] <o

Yukaridaki tartigmaya ihtiyacimiz var. Daha agik olarak f;’lerin h.h.y. toplami
olan f, £'(R)’nin bir elemamdir ve (7.29) dogrudur. Bu sadece denklik smifi
F = f+ N’nin

(7.31)  lim

N—oo

=0

F-YF

j<N

= lim/|f—ij

N=o0 <N

Ll
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kogulunun saglanmasidir. Boylece L'(R) de Zév:l F; = f dir ve dolayisiyla
tamdir.

Zarar1 ¢ok fazla olmasada ve teknik olarak yanlg soylenen seylerden biri
” LY(R) Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlarin uzayidir” ifadesidir. Halbuki
olmasi gereken bunun hemen hemen esitliginden gelen denklige gore, fonksiy-
onlarin denklik simiflarinin uzay: olmasidir.
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