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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009
DERS 8. CAUCHY ESITSIZLIGI VE LEBESGUE OLCUMU

Once énHilbert uzay1 ve Hilbert uzaymin tanimlarim tartigsacagiz ve sonra
Cauchy esitsizligini ve paralelkenar kuralini kanitlayacagiz. Bunlar biittin ders
notlarinda ve diger yerlerde bulunabileceginden burada tekrar edilmeyecek.
Konuyla ilgili iyi bir kaynak G.F. Simmons’un ”Introduction to topology and
modern analysis’ kitabidir. Ancak bu kitap basilmamaktadir.

Su anda, herkesin 1lgilendig1 geldigimiz noktada Lebesgue ol¢iimiin nasil
tanimlanacagidir. Bunu anlayacak zamanimiz olacak. Bunun i¢in Sal giinu
altim cizdigim gibi sadece integrali kullanacagiz. Once fonksiyonlarin yerel
integrallenebilirligini tanmimlayacagiz. Yani

81) f:R—C

yerel integrallenebilir olmasi demek her N i¢in fi_nn; = fxj-nn] € L'(R)
demektir. Burada x4, A kiimesinin karakteristik fonksiyonudur.

C)rnegin, R’da stirekli her fonksiyon yerel integrallenebilirdir.

Onteorem 4. Yerel integrallenebilir fonksiyonlar kiimesi bir vektor uzayidir.
Kamt. £!'(R)in vektor uzay1 olmasindan hemen elde edilir.

Tansm Eger ya yerel integrallenebilir ise A C R éleilebilirdir. Olciilebilir
kiimenin 6lgtimii sonlu ise x4 € L}(R) 6lgiimii ise

(82) u(4)= [xx

olarak tanimlanir. p(A), A'min Lebesgue dl¢iimiidiir. A dlgiilebilir ve dl¢iimii
sonlu degilse, tanim geregi, u(A) = oo dir.

(a,b) arahgmin (agik, yar agik, kapali) dlciilebilir oldugunu biliyoruz ve
Olctimiin sonlu olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul araligin sonlu olmasidir ve
ol¢im b — a dir. Bunu gormek igin:-

Onerme 13. Olciilebilir bir kitmenin tiimleyeni l¢iilebilirdir ve Sl¢iilebilir
kiimelerin sayilabilir birlegimi olgiilebilirdir.

Kamt Sabit 1 fonksiyonun yerel integrallenebilirdir ve boylece xg\a = 1 —
x4 Ve xa fonksiyonlarinin yerel integrallenebilirlikleri ayni oldugundundan ilk
kisim elde edilir.

Karakteristik fonksiyonlar ile onlarin tanmimladiklar: kiimeler arasindaki agagidaki
esitlige dikkat etmelisiniz:-

(8.3) xaup = max(xa,XB); Xans = min(xa,Xxs).
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A,, kiimeler dizisi ise B,, = Ug<, A) kiimelerin artan bir dizisidir ve
(84> XB, — XB, B = UnAn

artan dizi ve yakinsama noktasaldir (her noktada sifira yakinsar, orada kalir
ya da 0’da kalir.) Eger x[_n,n) ile carpilirsa o zaman

(8-5) fn = X[-N,NJXB, — XBN[-N,N]

integrallenebilir fonksiyonlarin artan dizisidir. Aj’larin 6lciilebilirligi varsayimi
altinda integral tistten 2N ile sinirhidir. Monotonluk teoremi geregi limit inte-
grallenebilir, dolayisiyla x g yerel integrallenebilir ve dolayisiyla U, A,, 6l¢iilebilirdir.
Onerme 14. 0 ve R’ide iceren R’nin oOlctilebilir altkiimelerinin kiimesi M,
sayilabilir birlesim, arakesit ve tiimleyen islemleri altinda kapalidir.

Kamit. Yukaridakine benzer tartigma, azalan diziler icin, arakesit islemine
uygulanarak kanit verilir.

Olciilebilir ve élciimii sonlu olmayan A kiimesinden bahsedildi, érnegin R.
Olgiﬂebilir bir kiimenin 6l¢iimii negatif olmadigindan (6lgiilebilir degilse tanimsiz)
bu herhangi bir probleme neden olmaz ve gergekte co alinmasina izin ver-
ildiginde Lebesgue ol¢iim agagidaki anlamda sayilabilir toplamsaldir:-

86) A, eM, neN=[JA4, eM ve plJA) <D u(A,)

Burada k # j igin A; N A, = 0 ise esitlik vardir. Bunu kamtlamak iyi bir
alistirma olur.
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PROBLEMLER 4

Problem 4.1 H bir normlu uzay ve norm agagidaki paralelkenar kuralini
saglasin.

8.7 Nu+oll +llu—vl = 2(ull® + [lv]*) w0 e H.

Bu normun bir pozitif Hermitsel igcarpim’dan geldigini kanitlayiniz. Ana fikir
olarak:-

1 2 2 : : .
(8:8) (uv) = J(llu+ vl = [lu—v|* +ifutiv]* —illu—v|)
esitsizligini deneyiniz.
Problem 4.2 H sonsuz boyutlu bir (6n)Hilbert uzayi olsun. Dolayisiyla H nin

her elemani i¢in
(89) v=> cu

olacak bi¢imde (v;) tabani vardir. Burada v;ler arasinda dogrusal bagimlilik
iligki yoktur-(8.9) da v = 0 temsili tek bir tanedir. (e;,e;) = 6;; (¢ = j)
i¢cin 1, diger durumda sifir) anlaminda H'nin bir ortonormal tabam (e;)2,
vardir. Ortonormal taban i¢in (8.9) da gegen katsayilarin ¢; = (v, e;) oldugunu
kanitlayiiz ve

(8.10) T:H —C", T(w) = ((v,€))

nin

(8.11)  (u,v) =3 (Tu)i(Tv)i, uly = Tulle., w,veH

)

ozelligini saglayan bir izomorfizma oldugunu kanitlayimiz. Nigin sonlu boyutlu
onHilbert uzay1 bir Hilbert uzayidir?
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PROBLEM 3’UN COZUMLERI

Asagidaki ozelliklileri kanitlamanizi ve bunun yaninda daha fazla soyut kanit
vermenizi isteyecegiz. h.h.y. esitliginin 6l¢timii sifir olan bir kiimenin tiimleyeni
tizerinde esgit anlaminda oldugunu hatirlayiniz.

Problem 3.1 Eger f ve g, L*(R) iginde, yani gercel sayilar iizerinde Lebesgue
integrallenebilir fonksiyonlarsa, agagidakileri gosteriniz.

(1) Eger h.h.y. f(z) > 0ise [ f >0 dur.

(2) Eger h.h.y. f(z) < g(x)ise [ f < [g dir.
(3) Eger f kompleks degerli bir fonksiyon ise gercel kismi Ref Lebesgue

olctlebilirdir ve
| [Rerl< [15

(4) Genel kompleks degerli bir fonksiyon i¢in

630) | [11< [1f]

gésteriniz.(ip ucu: Kaynaklara bakabilirsiniz ama genellikle yapilan sey 6 €
[0,27] almak ve € [ f = [e?f > kullanarak, énceki esitsizligi g = € f de
kullanmaktir.

(5) Integral

631) [:L'R)—C

sirekli ve dogrusaldir.

Coztm.

(1) f gergel ve f,, f’ye mutlak yakinsayan basamak fonksiyonlarin gergel

degerli mutlak toplanabilir bir serisi (sadece kompleks-degerli dizimiz varsa
(3)1 kullaniniz.)

8.14) g =IAl, g =I1fl—1fi=al, f=1

dizisinin |f['ye h.h.y. mutlak yakimsadigm biliyoruz. Buradan f = 1(|f| +
f)=f,eger f >0 ise, %f] ve %gj ile elde edilen serinin h.h.y. limitidir:

1
(8.15) h, = igk(n =2k—1 i¢in) ve h,=fr (n=2k igin)

Boylece f Lebesgue integrallenebilirdir. Ustelik

(8.16) [ fo=lim > [he=lim [(

n<2k

k
;fj

k
+Efj)
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oldugunu biliyoruz. Burada her terim negatif olmayan basamak fonksiyonudur
ve dolayisiyla [ f >0 dir.
(2) Onceki sonucu integrallenebilir g — f’ye uygulayarak

17 [o-[r=[s-n=0
elde edilir.

(3) Temel kurallarin kullanilmasiyla, f,, kompleks degerli ve f’ye h.h.y.
yakinsayan basamak fonksiyonlarin mutlak toplanabilir bir serisi ise

hgk_g = Refk, hgk_l = Imfk, ve hgk = —Imfk

olarak tamimlayalim. Basamak fonksiyonlarin bu serisi mutlak toplanabilirdir
ve

(8.19) Z|h |<oo<:>2|fn |<oo:>Z|h )| = Ref
dir. Boylece Ref integrallenebilirdir. +Ref < |f| oldugundan

< [,

820) + [Res< [17]=|[ Ref

(4) Kompleks degerli f i¢in asagida onerildigi gibi yapilir. z € C'yi |z| = 1
ve z [ f € [0,00) olacak bigimde segelim. Béyle bir se¢im kompleks sayilarin
ozelliginden yapilabilir. Integralin dogrusalligindan
(8.21)

[ 1= [en = [reGn< [1zResi < [11=|[ £ == [ 1< [0

(Buradaki ikinci esitlik integralin gercel kisminin integraline egit olmasindan

elde edilir.)
(5) hhy. f=gise [ f= [ g oldugundan,

(822) I:IL'R)— C, I([f]):/f

nin dogrusal oldugunu biliyoruz. Dogrusal fonksiyonelin siirekli olmasi ile
sinirl olmasi denk oldugundan ve

68



523 11N =/ 4] < [ 11 =1

oldugundan
I siireklidir. (Burada f € L'(R)'nin yerine [f] yazilmasi dogrudur. Ancak
yazilmasa da bu herkesin bildigi ve kullandigi bir gergektir).

(6) L'(R)’'min dualinin bir elemani olarak I'nin normu nedir? Yamt 1-emin
olmaniz i¢in kanitlayabilirsiniz.

Problem 3.2 1 C R bir aralik ((—o0,a) ya da (a, 00) olasiliklar: da dahil) ise
bir f : I — C fonksiyonun Lebesgue integrallenebilir olmasini

(821) F:1—C F@) = fxule)

olarak tanimlanan fonksiyonun Lebesgue integrallebilir olmasi olarak tanimlayabiliriz.
fnin integralini
825 [f=[7

olarak tamimlariz.

(1) I iizerinde, bu anlamda tanimlanan integrallenebilir fonksiyonlarin vektor
uzay1 oldugunu gosteriniz. Bu tiir fonksiyonlarm kiimesini £*(I) ile gosterelim.

(2) f, I tizerinde integrallenebilir ise |f|'nin de integrallenebilir oldugunu
gosteriniz.

(3) f, I da integrallenebilir ve [|f| = 0 ise h.h.y. f = 0, yani dl¢iimii sifir
olan bir ' C [ igin, her x € I \ E iken f(z) = 0, oldugunu gosteriniz.

(4) Daha onceki soruda tamimlanan anlamda h.h.y. sifir fonksiyonlarimin
vektor uzayi oldugunu gosteriniz. Bu uzayr N (I) ile gosterelim.

(5) J; |fI'mmn L' = LY(I)/N(I) de bir norm tammladigini kanitlayimiz.

(6) f € LY(R) ise

(826) ¢g:I1—C, g=fxs

olarak tanimlanan fonksiyonun £!(R)’de oldugunu ve dolayisiyla f’nin [ iizerinde
integrallenebilir oldugunu kanitlayiniz.
(7) Yukarida tanmimlanan [I’ya kisitlama dontigiimii

(8.27) LY(R) — L'(I)

orten ve stirekli dogrusal fonksiyonel tanimlar. (Bunlarm h.h.y. denklik bagintisina
gore integrallenebilir fonksiyonlarin boliim uzaylarinin var oldugunu not edi-
niz.)
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Cozim.

(1) f ve g fonksiyonlar I iizerinde integrallenebilir ve h = f+gise h = f+g
oldugu tamimdandir. Dolayisiyla £!(R)nin vektor uzay1 olmasindan f + g
fonksiyonu I da integrallenebilirdir. Benzer bicimde eger f integrallenebilir
ise herhangi bir sabit ¢ icin h = c¢f olmak iizere h = cf fonksiyonu integral-
lenebilirdir. Boylece £(I) bir vektor uzaydir.

(2) Yine tanimdan h = |f] ise h = ‘ﬂ Buradan f'nin I da integrallenebilir
olmasindan f € L!(R) elde edilir. Bilgilerimizden de m € LY(R). Boylece
h = |f|ise h € L1(R), dolayisiyla |f| € L}(I) elde edilir.

(3) fe L) ve [;|f] =0ise [ m = 0 dir ve buradan da ol¢timii sifir olan
bir £ C R i¢in R\ E kiimesinde f = 0 elde edilir. Simdi E; = ENI C E
kiimesinin 6l¢imii de sifirdir (sifir 6l¢iimlii bir kiimenin altkiimesi oldugundan)
ve f, E; kiimesinin disinda sifirdir.

(4) f ve g lar sifirims1 fonksiyonlar olsun. (6l¢iimii sifir olan bir kiime diginda
sifir degerli anlaminda), bu kiimelere swrasiyla £y C [ ve E, C I diyelim.
Yani E; ve E, lerin olciimleri sifir ve her a € I C Ef ve b € I C E, i¢gn
f(a) =0,g(b) =0.) f+ g fonksiyonu I \ (Ef U E,) tizerinde sifirdir. Ef U E,
kiimesinin Ol¢timi sifir oldugundan f + ¢ sifinrmsidir. Ayni sey ¢ ve d sabit
olmak tizere c¢f + dg fonksiyonlar: i¢in de dogrudur, dolayistyla N'(I) bir vektor
uzaydir.

(5) f € LYI),g € NI(I) olmak iizere g'nin sifir oldugu yerde |f + g| — | f]
fonksiyonu sifir oldugundan |f + g|—|f| € N(I) dir. Buradan asagidaki esitlik
elde edilir.

828) [If+9l=[Ifl VfeLD.geND).

Buradan da

8:29) Al = [ 171

fonksiyonu denklik simiflarinda ayni oldugundan L'(I) = £1(R)\N(I) iizerinde
iyi tanimh bir fonksiyondur. Buradan R {tizerindeki ayni1 6zelliklerinden dolay1
bu fonksiyonun norm ozellikleri sagladigi goriiliir.

6) f € LY(R) ve g (8.26) daki gibi I'ya kisitlamg olarak tanmimlansin.
g € LY(R) gostermek istiyoruz. R de, f,, f’ye yakinsayan basamak fonksiyon-
larin mutlak toplanabilir serisi ise mutlak yakimsaktir. Burada I, I'nin sol uc
noktasinin eklenmesi (zaten orada degilse) ve sag uc noktasimin ¢ikartilmasiyla
(eger orada ise) elde edilen yari-acik aralik olmak iizere
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dizisini ele alahm. Burada g, bir basamak fonksiyonudur (bu niye I'ya
gereksinimiz oldugunu aciklar).Ustelik [ [g,| < [ |fn| ve dolayisiyla g, mutlak
toplanabilirdir ve I'nin diginda g, ’ye yakinsar ve [ i¢indeki her noktada mut-
lak yakimsaktir (bu durumda f,’de ile ayn1 oldugundan ). Bu g'nin integral-
lenebilir oldugunu gosterir ve f, g’den en fazla iki noktada farklh oldugundan,
integrallenebilirdir. Dolayisiyla tanim geregi f, I’da integrallenebilirdir.

(7) Oncelikle fonksiyon oldugunu kontrol etmeliyiz. f € N(R) oldugundan
(8.26) da verilen g kesinlikle N/(I) dadir. ”I’ya kisitlama” £!'(R)’den £'(I)’ye
bir dogrusal déniigiim oldugundan (8.27)’yi tanimlar-goriintii sadece f'nin den-
klik sinifina baghdir. Bu doniigiimiin dogrusal oldugu agik oldugundan orten
oldugunu gostermeliyiz. ¢ € L1I) ise bu I'nin diginda 0 olacak bicimde
genigletilebilir ve bu genisletilmis fonksiyon £!(R)nm bir elemamdir ve bu
fonksiyon smifinin (8.27) altindaki izi [g] dir.

(8) Problem 3.3 Bir éncekinin devamidir.

(1) I = [a,b) ve f € L'(I) ise her a < z < b igin f'nin I, = [z,b)ye
kisitlamginin LY(7,) de oldugunu gosteriniz.

(2)

(8.31) F(x) :/] f:la,b) — C

nin siirekli oldugunu gosteriniz.

(3) 2~ cos(2) fonksiyonunun (0,1] de Lebesgue integrallenebilir olmadigim
kanitlaymiz (yukarida gosterdigin seyi diisiin).

it Coziim.

(1) Az 6nceki sorudan elde edilir. f € L'([a,b)) ve f/, f'nin temsili ise f’
nin araligin diginda sifir olarak genigletilmesiyle elde edilen fonksiyon £!(R)
nin iginde kalir. L'(R)'nin elemanm olarak bu f’ secimine bagh degildir ve
(8.27) L'([x,b))'nin bir elemam olarak [z,b)’ye kisitlamigi verir ve dogrusal
dontigiimdiir.

(2) Bir 6nceki sorudaki tartigmay1 kullanarak, eger f,,, f’ (f 'nin temsili) ve
yakinsayan mutlak toplanabilir bir seri ise ki-yakinsama mutlak yakinsamadir-
her a < x < b igin

(8:32) fo=x(a,2))fn, fu =x([2,0)

burada x([a, b)), arahigin karakteristik fonksiyonudur ve bazen x4 ile gosterilir.
Burada f nin fx([a, b)) ye ve f/ nin fx([a,b)) ye yakinsadig goriiliir, yakinsama

71



mutlak yakinsamadir. Boylece

@) [ 7= =3[ [ i=[en=3 [

Simdi basamak fonksiyonlari i¢in [ f, = [ f/ 4/ f/ oldugunu biliyoruz, dolayisiyla

(8.34) /W) F=fo T+, f

[2,b)

Boylece [a,b) da tammh her integrallenebilir f fonksiyon igin

(8:35) lm [ f=0

T=a J(g x

oldugunu gostermek yeterlidir. Asagidaki genel egitsizligi kullanarak

(8.36) /W)f| < /W) n;an +n§v/[a’z> | ]

ve basamak fonksiyonlarin mutlak toplanabilir dizisinin tanimindan goriilebilir.
Son toplam, N’nin yeterince biiytlik secilmesiyle x’den bagimsiz olarak kiigiik
yapilabilir. Diger taraftan N’yi sabit tutarak x — a igin, basamak fonksiy-
onlarin tamimindan ilk integral sifira gider. Bu (8.36)’y1 kanitlar ve béylece
F’nin siirekliligini kanitlanir.

(3) (0,1] arahginda z~'cos(+) Lebesgue integrallenebilir olsaydi (aralikta
tanimhidir), bu fonksiyon sifirda tanmimlanarak, érnegin 0’da 0 almarak [0, 1)
araliginda integrallenebilir olurdu. Ayni sey mutlak degeri icinde dogru olur
ve Riemann integrali

dx = oo.

cos(;)

1
(8:37) lim /t z

Bu limitlerin bir fonksiyonu olarak integrallerin siirekliligi ile celisir.
Problem 3.4 [Zor ama denenmeli] f € L'(R) verilsin.
(1) Her t € R igin

(8.38) filx)=f(zx—t):R—-C

doniigiimiilerinin £'(R)’nin elemanlar1 oldugunu gosteriniz.

(2)
(8:39) iy [ 1f = f1 =0
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oldugunu gosteriniz. Buna ”integrallenebilir fonksiyonlar i¢in integralin stirekliligi”
denir. Ipucu daha sonra verilecektir!
(3) Her f € LY(R) igin

(8.40) R — LY(R),t — [f}]

(bu bir ”egridir”) fonksiyonunun siirekli oldugunu gosteriniz.

Cozim.

(1) fn, f'ye mutlak yakinsayan basamak fonksiyonlarin mutlak toplanabilir
serisi ise -yakinsama gergeklestigi yerlerde mutlak yakinsamadir. f,(. —t) her
t € Rigin f(. —t)’ye yakinsar. Béylece her f(z —t) Lebesgue integrallenebilir,
yani £!'(R)nin elemanidir.

(2) fn, ['ve yukarida oldugu gibi yakinsayan bir seri ise

s [I<3 [1n]

oldugunu biliyoruz. Ilk terimleri bir N sayisina kadar toplayabilir ve geriye
kalanlar1 yeniden toplarsak, buradan her N igin,

IR A

n<N n>N

(842) If1< [

elde edilir. Bunu f,(. —t) — f.(.) ye uygulayarak

343)  [1fi=f1< [| 2 ful =0 = Fal)

n<N

+ 3 1l =)= £l

n>N

bulunur. Burada ikinci toplam 23°,,< x [ | fn| ile sinirhdir. Verilen 6 > 0 igin,
mutlak yakinsamadan dolay1, bu toplami g ile sinirli olabilecek yeterince biiytik
N segebiliriz. Dolayisiyla problem [¢| yeterince kiigiik ise

(8.44) /

esitsizligini kanitlamaya indirgenir. Ustelik bu basamak fonksiyonlarinin sonlu
toplamidir. Dolayisiyla her bir bilegke igin, yani bir sabit ¢ igin, 2|c|[¢] ile
simurh bir [a,b) araligindaki karakteristik fonksiyonun ¢ kat1 i¢in agagidakini
gostermek yeterlidir. ¢ — 0 i¢in

545 |[g(.—1) = g()| 0.

2 fall=8) = fal)

n<N

<

DO | >
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3 7/ e“risi icin ki bu egri
( ) t g 1 ) g
(8.46) R — L'(R), t— f

funksiyonudur. f;1s = (f;)s dir ve yukaridaki tartigmay1 uygulayabilir ve her
s igin
(8.47) Tim [ 1f = £l = 0 = lim |[/] = £l =0

ifadesini gostermek igin uygulayabiliriz. Bu (8.46) daki fonksiyonun siirekli
oldugunu kanitlar.

Problem 3.5 Son aligtirmalarda bir kompakt aralik tizerinde tanimli bir
fonksiyonun aralik diginda sifir degeri alacak bicimde genisletilmesiyle elde
edilen fonksiyonun Lebesgue integrallenebilir oldugu gosterilmisti. Bunu ve
basamak fonksiyonlarm L!'(R) da yogun oldugunu kullanarak R da tamimli ve
bir kompakt kiimenin diginda sifir olan siirekli fonksiyonlarin vektor uzayinin
L'(R) de yogun oldugunu gosteriniz.

(Cézim. Basamak fonksiyonlar1 (ashnda basamak fonksiyonlarin denklik
siiflar1) L'(R) da yogun oldugundan, her basamak fonksiyonun, L' e gére, bir
kompakt kiime diginda sifir degeri alan siirekli fonksiyonlarin limiti oldugunu
gostermek yeterlidir. Dolayisiyla bir [a,b) araligimin karakteristik fonksiyonu
i¢in kanit1 vermek yeterlidir ve sonra sabitlerle carpma ve toplama yapabiliriz.
gn dizisi

1 1
(8.48) gn=n(r—a+ )X[a 1+ 0+ 0 x)X[b,aJr%]

olarak tamimlansin. g, lerin siirekli acik ve bir kompakt kiime diginda sifir
olduklar1 agiktar.

1 b+1 2
af% b n

oldugundan L'(R) de [g,] — [x([a,)))] elde edilir. Bu kompakt dayanaklh
siirekli fonksiyonlarin L*(R) da yogun oldugunu kanitlar.

Problem 3.6 g : R — C fonksiyonu siirekli, simmirh ve f € LY(R) ise gf €
L>*(R) ve

(850) [ laf] <suplg| [ 17

oldugunu gosteriniz.
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(2) G € C([0,1] x [0,1]) stirekli bir fonksiyon olsun. C(K) ile bir kom-
pakt metrik uzay1 tizerinde tanimh siirekli fonksiyonlar: gosteriyoruz.) Onceki
tartigmalarda L'([0,1]) i tammladik. Birinci kisim kullanarak f € L([0,1])
ise her = € [0, 1] i¢in

(851) F(z) = /M Gz, )f() eC

nin iyi tanimlh oldugunu gosteriniz.Burada (.) integralin alindigi degiskeni
gostermektedir.
(3) f € LY(]0,1]) ise F'nm [0,1] de siirekli fonksiyon oldugunu gosteriniz.
(4)
LY([0,1)) = c([0,1]), f—F

nin siirekli fonksiyonlarin Banach uzayma, [0, 1] deki supremum normuna gore,
simurh (yani stirekli) dogrusal déntigiim oldugunu kanitlayimiz.

Cozim.

(1) Oncelikle [—1,1] diginda f = 0 oldugunu varsayahm. Ahstirmalardaki
sonuglardan birini uygulayarak her R i¢in [0, 1) de g, — ¢ diizgiin yakinsayacak
bigimde basamak fonksiyonlarin bir g, dizisi vardir. Bir altdiziye gegerek
sup(_11) [9n(7) — gn—1(x)| < 27" olcak bi¢imde ayarlayabiliriz. f,, f ye h.h.y.
yakinsayan basamak fonksiyonlarin murlak toplanabilir bir dizisi ise yukarida
tartigildigr gibi f,’1 fox([—1, 1]) ile degistirebilir ve hala ayni sonucu elde ed-
eriz. Boylece g, lerin diizgiin yakinsamasindan

M=

(8.53) gn(z) ) fr(x) = g(x)f(r) R de h.h

k

Dolayisiyla hy = g1f1, ha(2) = go(2) S0, fu(®) — gn1(z) P21 fa(z) olarak
tammlariz. Basamak fonksiyonlarimin bu serisi g f(x) e hemen heryerde yakinsar
ve

(8.54)

bl < Alfa@) +27" L@ Y [l <AY [1fal +25 [ 1fal < o0

k<n n

1

oldugundan, mutlak toplanabilirdir. Burada A, |g,| i¢gin bir sinirdir ve n den
bagimsizdir.Bu [0, 1) diginda, f = 0 varsayimm altinda, gf € £'(R) oldugunu
gosterir ve

(8.55) /\gfl < sup Igl/lf!
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elde edilir. Bu tartigmay1 p € Z olmak iizere f'nin [p, p+1) araligina kisitlanigt
olan f, fonksiyonuna uygulayabiliriz. ¢f, mutlak toplanabilir gf, serisinin
h.h.y. limitidir. Mutlak toplanabilirlik (8.55) den elde edilir.

8.56 | <su < o0
( ) Xp:/L‘] p‘— p‘g‘%} /’p 1)|f‘
. Boylece gf € Ll (R) ve

357 [lofl <suplgl [151.

elde edilir.
(2) f € LY([0,1]) ve temsili f" ise G(z,.)f'(.) € £1(][0,1]) dolayisiyla

(8.58) F() :/M Gz, )f() €C

iyi tammmhidir- f nin se¢iminden bagimsiz oldugundan, f’ bir sifirims: fonksiy-
onuyla degigtirilebilir.

(3) S =[0,1] %[0, 1] kompakt metrik uzayiminda tanimh siirekli bir fonksiyon
diizgiin siirekli oldugundan, verilen § > 0 i¢in agagidaki ozellikte bir € > 0
vardir:

(8.59) |x—2a'| <e= sup |G(x,y) — G(a',y)| <.
y€[0,1]

Boylece F € C([0,1]), [0,1] arahgnda siireklidir. Ustelik f — F doniigiimii
dogrusaldir ve

(8.61) sup|F| <sup ’G|/ |fl,
[0,1] S [0,1]

bu
12 L[0,1]) = (0,1, F(/)(x) = [ Gla, )f()

dogrusal déniisiimiiniin siirekli ya da smirli olmast igin yeterli ve [[1(f)]],,, <
sup |G f], .
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