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18.102 Fonksiyonel Analize Girig Bahar Donemi 2009
DERS 9. BAIRE TEOREMI VE UYGULAMALARI

Bu derste daha sonra kullanacagimiz Baire Kategori Teoremini kanitlayacagiz.
Buradaki kategori isminin modern kategori kurama ile iligkisi yoktur.

Bu teorem tam metrik uzaylar hakkinda olup daha ¢ok fonksiyonel analiz
konusunda uygulamaya sahiptir.

Teorem 4 Baire Teoremi M, tam bir metrik uzayin bog olmayan altkiimesi,
C, C Cphi1,n € N kapali altkiimeler ve

9.1) M=UJC,

varsa, C), lerden en az birinin i¢i bog degildir.

Kanit. Genellikten kaybetmeden (verilen kiimelerin hepsi bog olamay-
acagindan) bog olan kimi C,, atilabilir ve bog olamayan ilk kiime C; olarak
almabilir. Istenilenin tersine, bir celiskiye varmak umudu ile tiim C,, kiimelerinin
iglerinin bog olduklarini1 kabul edelim. Bu M kiimesinin bir p noktasindaki
B(p, €) agik kiiresinin hicbir C,, iginde kalamayacagi anlamina gelir.

Dolayisi ile bir p € C vardir. Simdi p; € B(p, 1/3) ancak C; de olmayan
p1 vardir. C kapal oldugundan 1/3 sayisindan kiigiik segilebilecek bir €; igin
B(p1,€1)NCy = ¢ oldugunu gorelim. Bu sekilde devam ederek, Cy de olmayan
P2 € B(p1,€1/3) ve B(pa,e2) N Cy = ¢, €2 > 0, €5 < €1/3 segelim. Burada
C5 kiimesinin i¢inin bog olmasinin yanisira, kapal oldugunu da kullaniyoruz.
Simdi tiimevarimla p;, i = 1,2,.., k dizisini ve 0 < ¢, < €x_1/3 < €_2/3? <
. < € /3F 1 < 37F dizileri

B(pj, e;) N Cj = ¢, p; € B(pj-1,€j-1/3)
saglayacak bicimde secilir. C} kiimesinin 0zelligi kullanilarak bir py,; daha
ekliyebiliriz- Cj, kiimesinin i¢i bog olmadigindan B(py, €/3) kiimesinde olup,
Cr41 olmayan pyyq vardir. Simdi g7 > 0 fakat €17 < €/3 olmak {iizere
B(pri1, €xr1) N Crr1 = ¢ saglanmaktadir. Dolayisi ile M kiimesinde olan py
dizisi bulduk. d(pg+1,pr) < €/3 den &tiirti, bu bir Cauchy dizisidir. Gergekten

(92) d(pk,pkH) < 6/3 + ...+ €htl—1/3 < 371C

M tam bir kiime oldugundan dizi bir ¢ € M noktasina yakinsar. Dikkat
ederseniz her k > [ igin p; € B(pg, 2¢/3) oldugundan d(py, q) < 2¢;/3 ve bu
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da her k i¢in ¢ ¢ C}, verirki bu (9.1) deki aranilan geligkidir. Dolaysiyle C,,
lerden en az birinin ici bog degildir. [J

Bu teoremin bir uygulamas: daha sonra ele alacagimiz diizgin sinirhlik ilke-
sidir.

Teorem 5. B bir Banach uzayi, V normlu uzay olmak tizere 7,, : B — V
smurli(siirekli) doniigtimler olsun. Her b € B igin (7,,()) dizisi V'nin normunda
smirh ise, sup,||T,|| < oo vardir.

Kanit. Baska kaynaklara da bakabilirsiniz ama kanit Baire teoreminin

(9-3) Sp={be B:[]b]| <1,[|Tnbl[v <p,¥n}, p€N.
kiimelerine uygulanmasi ile yapilir. Bu kiimeler kapali ve bilegimleri B uzayinin
kapali birim yuvaridir( bu noktasal simirliligin bir sonucudur). Simdi Baire
teoremince bu kiimelerden birinin i¢i bog degildir. Bu bir p, v € S, ve 6 > 0
icin

(9.4) we B,||w||lpg <d=||T(v+w)l|ly <p,n
Simdi tiggen esitsizligi ve ||T,|| < p ve doniigim normunun birim yuvar
iizerinde aliman degerlerin supu oldugunu kullanarak
(95) we B,[|w|lp <6 = |[Tu(w)lly < 2p=|[|To]| < 2p/d

bulunur.[]
Bunun neden yararli oldugunu ileride gorecegiz.
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