PROBLEMLER 10

Problem 10.1 H sonsuz boyutlu ayrilabilir Hilbert uzay1 olsun. H'nin iki
kopyasinin direk toplaminin
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(P10.1) (ur,uz) € HOH (|| (ur,uz)|| = ([Juallyy + lluzly)?

bir Hilbert uzay1 oldugunu gosteriniz. Bir isometrik insasi nedeni ile
(P10.2) T:H — H®H, orten, 1-1 (|lull; = ([[ull you

ya da degildir. Her iki durumda da (23.19) daki gibi fonksiyon ing ediniz.

Problem 10.2 Onceki inga sonlu sayida tekrar edilebilir. H sonsuz boyutlu
ayrilabilir Hilbert uzay1 ise

(P10.3) I(H) = {u: N — H |[ul}, ;5 = > llus)} <

nin Hilbert uzay1 yapisi vardir ve ly(H)’dan H’ye acik bir isometrik egyapi
tanimlayiniz.

Problem 10.3 Bir sekilde C* = C\{0} de kapali egrinin sarma sayisini hatirlayiniz.
Q =10,1N ve f: Q — C* siirekli ve exp(27wib) = f(0) esitligmi saglayan her
b e C igin

(P10.4) exp(2miF(q)) = f(q), Yqe @ ve F(0)=b

ifadesini saglayan tekbir tane F': () — C siirekli fonksiyonu vardir.
Elbette b’yi n € Z i¢in b + n ile degistirmekte serbestsiniz, fakat bu durumda
F’i F' 4 n ile degistirilmelidir.
(1) ¢:[0,1] — C* kapal bir egridir-yani siirekli ve ¢(0) = ¢(1). N =1 igin
C :[0,1] — C, F’nin bir se¢imi olsun. Kapali egrinin sarma sayisinin
(P10.5) sarma(c) =C(1) — C(0) € Z

bi¢ciminde tanimlanabilecegini gosteriniz.

(2) sarma(c)’nin homotopi altinda sabit oldugunu gosteriniz. Yani, i = 1,2
olmak {izere ¢; : [0,1] — C* ¢;(1) = ¢;(0) olmak tizere iki kapali egri ve her = €
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0,1} icin f(0,2) = er(2), f(L,2) = ea(), her y € [0,1] icin f(y,0) = f(y,1)
olacak bicimde siirekli bir fonksiyon var ise, sarma(c;) = sarma(cy) dir.

( 3) n x n matrisin kapal egrisi L, : z € [0,1] — e@™[d,,, ele alalim.
Bu egrinin agagidaki anlamda birimsel kapali egriye homotopik olmadigini
gosteriniz: her z € [0,1] i¢in G(0,z) = L,(x), G(1,2) = Idnx, ve her
y € [0,1] i¢in G(y,0) = G(y,1) olacak bi¢cimde G : [0,1] — L, (x) siirekli
fonksiyonun olmadigini gosteriniz.

Problem 10.4 Ayrilabilir ve sonsuz boyutlu Hilbert uzayinda L,’ye karsilik
gelen, H'da tersinir dontigiimlerde deger alan kapali egriyi ele alalim.

(P10.6) L:[0,1] — GL(H), L(z)=¢e""Idy € GL(H)C B(H).
Yukarida oldugu gibi, H'1, H & H ile esleyerek degeri tersinir doniigtimler olan
(P10.7) M :[0,1)> - GL(H @ H)

olan siirekli fonksiyonun varligini ve

(P10.8)
M(0,2) = L(z), M(1,2)(ur,uz) = ("™ uy,us), M(y,0) = M(y,1), Va,yec[0,1]

oldugunu gosteriniz.
Ipugu Girdileri H’da olmak tizere H & H’1 2-vektor (uq, ug) gibi diigiinebiliriz.
Bu iki faktor arasinda dénmeyi diisinmemizi saglar. Gergekten

(P10.9) U(y)(uy,us) = (cos(%)ul + Sin(%)u% —sin(%)ul + cos(%)uz)

ifadesi U(0) = Id, U(1)(uy,uz) = (u2, —u1) olacak bigimde [0,1] — GL(H @
H), y — U(y) siirekli bir fonksiyon tammlar. Simdi V;(z) ve V() fonksiyon-
lar1, sirasiyla birinci ve ikinci bilegenleri sabit birakarak exp(2miz) ¢arpimiyla
elde edilen H ¢ H iizerinde taniml fonksiyonlar olmak iizere 2-parametreli

(P10.10) U™ (y)Va(2)U(y)Vi(z)

dontigiimler ailesini ele alalim.

Problem 5. Bir onceki problemde benzer dondiirme kullanarak siirekli

(P10.11) G :[0,1)* - GL(H @ H)
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ve aagidaki ozelligi
(P10.12) G(0,z)(uy,uz) = (e%ix)ul, e‘QWiqu),
G(1,z)(u1,ug) = (u1,u2), G(y,0) =Gy, 1)Vz,y € [0,1]

saglayan fonksiyonun varhigini gosteriniz.

Problem 10.6 Yukarida olusturulan cesitli ingalarn agagidaki gibi disiinelim:
lo(H) da tammli (23.34) deki gibi bir G : [0,1]> — GL(ly(H) ve

(P10.13)  G(0,2)(uz), = (exp((—1)*2miz)ug )5,

G(1,z) =1Id, G(y,0) = G(y,1)Vx,y € [0,1]

ozelliginde bir homotopinin oldugunu gosteriniz.

Problem 10.7: Filenberg’s Swindle. Ayrilabilir sonsuz boyutlu bir Hilbert
uzay1 i¢in bir homotopi olugturunuz-yani G : [0,1]*> — GL(H), (23.28) deki
gibi G(0,2) = L(x) ve G(1,z) = Id ve elbette her z,y € [0, 1] i¢cin G(y,0) =
Gy, 1).



