Céziimler 10

Alistirma P10.1 H sonsuz boyutlu ayrilabilir Hilbert uzay1 olsun. H’nin iki
kopyasinin direk toplaminin

(23.18) (ui,uz) € H®H  (||(ur,u)]| = (s + [fuall3)?
bir Hilbert uzay1 oldugunu gosteriniz. Bir isometrik ingsi nedeni ile
(23.19) T:H— H®H, orten, 1-1 (|lully = (Jull you)

. Her iki durumda da (23.19) daki gibi fonksiyon ing ediniz.
(Cézim: (e;), H'min bir ortonormal tabam olsun.Bdyle bir taban H nin son-
suz boyutlu ayrilabilir oldugundan vardir. Asagidaki ifadeyi tanimlayalim.

(2320) T:H — H®H, T(u) = (Z(u, €i1)€i, Z(u, ei)e;).

Fourier-Bessel serisinin yakinsamasindan bu iyi tanimh ve dogrusaldir. T'u = 0
olmasi durumunda her i i¢in (u,e;) = 0 ve buradan da u = 0 olacagindan 7,
birebirdir. Orten olmasi ise,

[e.e]

(23.21) S:H®&H — H, S(uj,uy) = Z((Ul, e;)ezi—1 + (uz,€;))

i=1

dontigiimiiniin 2-yonlii oldugundan hemen elde edilir ve Bessel esgitliginden
isometri, yani, ||S(ur, us)||* = |lus||* + |luz||” elde edilir.

Problem P10.2 Onceki insa sonlu sayida tekrar edilebilir. H sonsuz boyutlu
ayrilabilir Hilbert uzay ise

(23.22) Io(H) ={u:N— H, |[ul}, =Y u)lF < oo

nin Hilbert uzay1 yapisi vardir ve lo(H)’dan H’ye acik bir isometrik egyapi
tanimlayiniz.

Coziim: Onceki problemdeki benzer miinakagalar bunun icinde cahgir. H
icin bir (e;) ortonormal taban alahm. E; ; € lo(H ) 'nin elemanlari, her ¢ igin ¢ ler
J’ninci terimleriu diginda sifir, yani e;, lerden olugan, l5(H) i¢in bir ortonormal
tabandir. Ortonormal oldugu, i¢carpim

(23.23) (,0)i0n = Y _(u;,05)n
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oldugundan agiktir. Bu ayn1 zamanda, her j i¢in v = (v;)(v, E;;) = 0 olmasi
H da v; = 0 olmasim gerektirdiginden ayrica bir tabandir. m : N> — N bir
izomorfizma olmak tlizere

(23.24) Tu=v, wv;= Z(u, Cm(iy))€i € H

isometrigi tanimlansin. Bunun birebir, orten ve isometrik oldugu gosterilebilir.

Algtirma P10.3 Bir sekilde C* = C \ {0} de kapal egrinin sarma sayisini
hatirlaymiz. Q = [0,1]N ve f: Q — C* siirekli ve exp(27ib) = f(0) esitligmi
saglayan her b € C i¢in

(23.25) exp(2miF(q)) = f(q), VYqe @ ve F(0)=b

ifadesini saglayan tekbir tane F': () — C siirekli fonksiyonu vardir.
Elbetde b’yi n € Z igin b + n ile degistirmekde serbetsiniz, fakat bu durumda
F’i F' 4 n ile degistirilmelidir.

(1) ¢:[0,1] — C* kapal bir egridir-yani siirekli ve ¢(0) = ¢(1). N =1 igin
C :[0,1] — C, F'nin bir se¢imi olsun. Kapali egrinin windin sayisinin

(23.26) sarma(c) =C(1) —C(0) € Z

bigiminde tanimlanabilecegini gosteriniz.

C6ziim. Bu durumda C’, F'nin bir bagka se¢imi olsun. g(t) = C'(t) — C(t)
stirekli ve her ¢ € [0, 1] i¢in exp(27g(t)) = 1 olsun. Dolaysiyla , C'(1)—C"(0) =
C(1) — C(0) ve sarma sayis1 iyi tanimhdir.

(2) wn(c)nin homotopi altinda sabit oldugunu gosteriniz. Yani, i = 1,2
olmak {iizere ¢; : [0,1] — C* ¢;(1) = ¢;(0) olmak tizere iki kapal egri ve her « €
[0, 1] igin f(0,z) = e1(x), f(1,2) = ca(x), her y € [0,1] igin f(y,0) = f(y,1)
olacak bigimde siirekli bir fonksiyon var ise, wn(c;) = wn(cy) dir.

Bu f homotopi baglantisim1 kullanarak F’yi secelim. f fonksiyonu ikince
degiskene gore periodik oldugundan ve f(y,0), f(y, 1) ayni oldugundan F(y,0)—
F(y,1) sabit olmali ve boylece sarma(cy) = F(1,1) — F(1,0) = F(0,1) —
F(0,0) = sarma(c;) elde edilir.

( 3) n x n matrisin kapah egrisi L, : = € [0,1] — €*™*[d,, ele alalm.
Bu egrinin agagidaki anlamda birimsel kapali egriye homotopik olmadigini
gosteriniz: her z € [0,1] i¢in G(0,z) = L,(x), G(1,2) = Idnx, ve her
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y € [0,1] i¢cin G(y,0) = G(y,1) olacak bigimde G : [0,1] — L, (x) stirekli
fonksiyonunUN olmadigini gosteriniz.

Coziim. Determinant tersi olmayan matrislerde sifir olan siirekli bir fonksiyon-
dur. Ustelik 6zdegerlerin carpimu ile

(23.27) det(L,) = exp(2mizn)

olacak bicimde verilir. zn 'kaldirmasi’ oldugundan bu sarma sayisi n olan pe-
riodik egridir. Eger bu bi¢gimde matrislerin periodik egrilerinin homotopisi olsa
idi, herzan terslenebilir olurdu. Bu durumda onceki sonug¢ nedeniyle determi-
nantin sarma sayisinin geri kalani sabit olmak zorunda olurdu. Degeri birim
olan sabit egri i¢in sarma sayisi 0 olacagindan boyle bir homotopi olamaz.

Problem P10.4 Ayrilabilir ve sonsuz boyutlu Hilbert uzayinda L,,’ye kargilik
gelen, H’da tersinir dontigimlerde deger alan kapal egriyi ele alalim.

(23.28) L:[0,1] - GL(H), L(z)=e*"Idy € GL(H) C B(H).
Yukarida oldugu gibi, H1, H ® H ile esleyerek, degri tersinir doniigtimler olan
(23.29) M :[0,1* - GL(H® H)

olan siirekli fonksiyonun varligini ve

(23.30)
M(0,z) = L(z), M(1,z)(u,uz) = (™ uy,us), M(y,0) = M(y,1), Va,yc[0,1]

oldugunu gosteriniz.
Ipugu Girdileri H’da olmak tizere H & H’1 2-vektor (ug, us) gibi diigiinebiliriz.
Bu iki faktor arasinda donmeyi diigtinmemizi saglar. Gergekten

(23.31) U(y)(ui,u) = (cos(%y)ul + sm(%y)uQ, —sin(%y)ul + cos(%y)uz)

ifadesi U(0) = Id, U(1)(uy,uz) = (u2, —u1) olacak bigimde [0,1] — GL(H @
H), y — Ul(y) stirekli bir fonksiyon tanimlar. Simdi v;(x) ve Va(z) fonksiyon-
lar1, sirasiyla birinci ve ikinci bilegenleri sabit birakarak exp(2miz) ¢arpimiyla
elde edilen H ¢ H iizerinde taniml fonksiyonlar olmak iizere 2-parametreli

(23.32) U~H(y)Va(a)U(y)Vi(z)

dontigiimler ailesini ele alalim.



(Cézim. Tki boyutlu uzayda oldugu gibi U(y), tersi U(—y) olan terslenebilir
bir doniigiimdiir. Bu (23.22) de tamimlanan [0, 1]> de tanimh W (z, y) fonksiy-
onunun H & H da tamimh siirhi ve terslenebilir dontigiimlerden olugtugunu
gosterir, yani W : [0,1)> — GL(H & H) dir. z = 0 ya da = 1 olma duru-
munda birim olur ve bdylece her y icin W (0,y) = W(1,y) ve dolaysiyla W, x
de periodiktir. Ustelik y = 0 icin W (x,0) = Vy(x)Vi(z), L(z) dir, birimin bir
carpimidir. Dger taraftan

(23.33)  (uy,u2) — (¥ uy, ug) — (ug, €™ uy) — (ug, —e*™™ dmiz

uy) — (€™ uy, ug)

Bu (23.30) da aranan M dir.
Problem P.10 Bir 6nceki problemde benzer rotasyonu kullanarak siirekli

(23.34) G :[0,1)> - GL(H ® H)
ve agagidaki ozelligi
(23.35)  G(0, ) (uy, up) = (¥ uy, e~ %yy),

G(1,z)(uy,ug) = (u1,us), G(y,0) =Gy, 1)Va,y € [0,1]

saglayan fonksiyonun varligini gosteriniz.
Cozim. S ve T 2x2 matrisleri

Ty = Sy =1d, Ty = 6727”"%7 S = ™ ve Sig =812 =T =T =0

olmak tizere

(23.36) G(y,2) =U(-y)TU(y)S

ifadesini ele alalim. Yukaridaki gibi aym neden ile, bu, (23.35)’i saglayan H® H
da tanimh terslenebilir doniigiimlerin kapali bir egrisidirler.
Problem P10.6 Yukanida olugturulan gesitli ingalar1 asagidaki gibi diigtinelim:
lo(H) da tammh (23.34) deki gibi bir G : [0,1]* — GL(ly(H)) ve
(23.37)  G(0,2)(up)5>, = (exp((—1)F2miz)ug)3>,,

G(1,z) =Id, G(y,0) = G(y,1)Va,y € [0,1]

ozelliginde bir homotopinin oldugunu gosteriniz.
Céziim. lo(H)" ¢ift ve tek parcalar olmak iizere

(2338) D:ve ZQ(H) — ((Ugi_l, (’Ugi)) € ZQ(H) %) lg(H) — H © H
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pargalara ayirabiliriz ve bu durumda ly(H ) nin kopyasi sagdaki H dir. Bu
durumda onceki problemdeki homotopi

G(x,y) = D7'G(y,z)D

bi¢imindedir ve bu istedigimizdir.

Problem P10.7: FEilenberg’s . Ayrilabilir sonsuz boyutlu bir Hilbert uzay:
igin bir homotopi olugturunuz-yani G : [0,1]*> — GL(H), G(0,z) = L(x) ve
G(1,x) = Id ve elbette her x,y € [0, 1] i¢in G(y,0) = G(y, 1).



