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PROBLEMLER 2

Problem 2.110 Subat da dersde inga edilmis olan uzayin tam oldugu konusun-
daki kaniti1 tamamla. Bu inganin betimlenmesi Ders 3’de bulunacagi gibi
gosterilen yol izlenerek de yapilabilir.

Problem 2.2. Basamak fonksiyonlarin mutlak toplanabilir dizileri 6rnegine
bakalim. [0, 1) araligi i¢in (sagdan kapalilik ve soldan agiklik se¢imi konusunda
kuvvetli bir tercih oldugunu hatirla) bir gesit standart Cantor altkiimesinin,
L 2) araligim

basamaklardaki 3 islemini gzoniine alalim. Yani 'merkez aralik [3, £
gikar. Geriye Cy = [0,3) U [2,1) kalacak. Kalan arahklarmn herbirinin merkez

arahiklarimn gikarilmasiylada Cy = [0,5) U [2,5) U [3,5) U [3,1) kiimesi elde
edilir. Bu yol takip edilerek C} C Cj_; ozelliginde her biri sonlu tane yari-agik
araliklarin birlegimi olan kiimeler elde ederiz. Simdi Cj tizerinde fi(z) = 1,
diger durumlarda 0 olan f; basamak fonksiyonlarinin serisini ele alalim.

(1) Bu serinin mutlak toplanabilir oldugunu kontrol et.

(2) Hangi = € [0,1) igin ), | fx(x)| yakinsaktir.

(3) Bu serinin varlhigi yardimiyla [0, 1) araliginda Lebesgue integrallenebilir
(Ders 4 de tamimlandigi gibi) bir fonksiyon tanimla ve bunun Lebesgue inte-
gralini hesapla.

(4) Bu fonksiyon Riemann integrallenebilir midir (Riemann integralin tanim
hatirlanirsa o kadar zor degil)?

(5) Son olarak gikartilan kiimelerin birlegimleri iizerinde 1 ve diger yerlerde
sifir olan ¢ fonksiyonu ele alalim. g¢'nin Lebesgue integrallenebilir oldugunu
goster ve integralini hesapla.

Problem 2.3 R? i¢in ortme lemmasi. R? nin [ay,b) X [as,by) bicimindeki
altkiimesine bir dikdortgen diyecegiz. Bu dikdortgenin alani (by — aq) x (by —
ay) olarak tamimlamir. (1) Araliklar altaraliga bolerek bir dikdortgeni alt-
dikdortgenlere ayirabiliriz.-[ay, by )’ [a1, by )U[ag, bo)] ile degistirerek. Bir dikdortgenin
alaninin altdikdorgenlerinin alanlarinin toplaminina egit oldugunu gosteriniz.

(2) Sonlu ve ayrik dikdortgenlerin birlesiminin bir dikdértgen oldugunu
varsayalim (her zaman aymi yari-agik anlaminda). Ayrik dikdortgenlerin alan-
larinin toplaminin birlegimlerinin olusturdugu dikdortgenin alani oldugunu
gosteriniz (Yardimer goriis: altbolme iglemini uygula).

(3) Birelegimleri bir dikdortgen ierisinde kalan sayilabilir ayrik dikdortgenler
toplulugunun alanlariin toplami i¢inde kalan dikdortgenin alaninin toplamindan
kiigiik ya da egit oldugunu gosteriniz.



(4) Sonlu dikdértgenler toplulugunun alanlarmin toplami, birlesimleri i¢risinde
her dikdortgenin alanindan biiyiik yada esit oldugunu gosteriniz.

(5) Onceki sonucta gecen iglemi sayilabilir dikdértgenlerin birlesimleri icerisinde
kalan dikdortgenler igin genigletilebilecegini kanitlayiniz.
Problem 2.4

(1) [0, 1] araligindaki tanmiml siirekli her fonksiyonun [0, 1) araliginda tanimh
basamak fonksiyonlarin dizgin limiti oldugunu gosteriniz. (Yardimci goriis:-
reel duruma indirgeme, araligi 2" egit araliga bol ve basamak fonksiyonu her
bir boliinen aralikta siirekli fonksiyonun infimum degeri olarak tanimla. Sonra
diizgiin yakinsamay1 kullan.

(2) ’teleskopik hiiner (telescoping trick)’ yontemini kullanarak siirekli her
fonksiyonun, f; ler her x € [0,1) igin >, |f;(z)| < oo kosulunu saglayan
basamak fonksiyonlar: olmak iizere f; lerin toplami, yani

(3.17) ij(a:) ze0,1)

olarak yazilabilecegini gosteriniz.

(3) [0,1] arahginda tamimh siirekli her fonksiyonun, bu aralik digimda 0
degeri alan genisletilmis fonksiyonun R de Lebesgue integrallenebilir oldugunu
gosteriniz.



