Problemler 3’in Coziumler:

Problemler 3’in Cozumleri

Asagidaki ozellikleri kanitlamanizi ve bunun yanminda daha fazla soyut kanit
vermenizi isteyecegiz. h.h. esitliginin ol¢iimii sifir olan bir kiimenin tiimleyeni
iizerinde egit anlaminda oldugunu hatirlayiniz.

Problem 3.1 Eger f ve g, L*(R) icinde, yani gergel sayilar tizerinde Lebesgue
integrallenebilir fonksiyonlarsa agagidakileri gosteriniz.

(1) Eger f(xz) > 0ise [ f >0 du.

(2) Eger f(z) < g(x) ise [ f < [ g d.

(3) Eger f karmagik degerli bir fonksiyon ise gergel kismi Ref Lebesgue

olctlebilirdir ve
[ Resi< [ 11

(4) Genel karmagik degerli bir fonksiyon igin

w30 | 1< [1n

g('jsteriniz.(ipucu: Kaynaklara bakabilirsiniz ama genellikle yapilan sey 6 €
0,27] almak ve ¢ [ f = [€"?f kullanarak, onceki esitsizligi g = €?f de
kullanmaktir.

(5) Integral

(6.31) /:LI(R)HC

suirekli ve dogrusaldir.

Cozim.

(1) f gergel ve f,, f’yve mutlak yakinsayan basamak fonksiyonlarin mutlak
toplanabilir bir serisi (sadece komplex-degerli dizimiz var ise (3)’i kullanimiz.)
ise

B.14) g =IAl, g =I1fl—fi=al, f2>1

dizisinin | f|’ye h.h. mutlak yakisayan yakinsadigim biliyoruz. Buradan f, =
S(fl+ f)=f, eger f > 0ise, i f; ve 3g; ile elde edilen serinin h.h. limitidir:

1
(8.15) h, = §gk(n =2k—1 i¢in) ve h,=fir (n=2k icin)



Boylece f, Lebesgue integrallenebilirdir. Ustelik

16) [ o= jim > [ = jim

n<2k

k
1+ f)

oldugunu biliyoruz. Burada her terim negatif olmayan basamak fonksiyonudur
ve dolayisiyla [ fy > 0 dur.
(2) Onceki sonucu integrallenebilir g — f’ye uygulayarak

s [o- [1=[6-n=0
elde edilir.

(3) Ik kuralin, f,, kompleks degerli ve f’ye h.h. yakinsayan basamak fonksiy-
onlarin mutlak toplanabilir bir serisi ise

(8.19) hgk—2 = Refr, hsp—1 =1Imfi, ve hg=—Imfy

olarak tanmimlayalim. Basamak fonksiyonlarin serisi mutlak toplanabilirdir ve

(8.19) Z|h |<oo<:>Z|fn |<oo:>Z|h )| = Ref

dir. Boylece Ref integrallenebilirdir. +Ref < |f| oldugundan
s20) & [rer< [if1=| [ rer| < [151

(4) Kompleks f icin Onerildigi gibi yapilir.z € C'yi |z] = 1 ve zinf f €
[0, 00) olacak bi¢imde segelim. Boyle bir se¢im kompleks sayilarin 6zelliginden
yapilabilir. Integralin dogrusalligindan
(8.21)

[ 1= [en=[recn< [rrens [ir1= [151==[r< [

(Burada gegen ikinci esitlik integralin gergel kismiminin integraline esit ol-
masindan elde edilir.)




(5) hh. f=gise [ f= [g oldugundan

(8.22) I:L'R)—C, [([f]):/f

nin dogrusal oldugunu biliyoruz. Dogrusal fonksiyonun stirekli olmasi ile sinirh
olmasi denk oldugundan ve

(8.23) |I(1f))] = \ / f‘ < [151= i,

oldugundan I siireklidir. (Burada f € L'(R)nin yerine [f] yazilmas1 dogru
fakat daha sonra f yazlacak).

(6) L'Y(R)'min dualinin bir elemani olarak I'nin normu nedir? Cevap 1-emin
olmaniz i¢in kanitlayabilirsiniz.

Problem 3.2 1 C R bir aralik ((—oo,a) ya da (a,00) dahil) ise bir f: I — C
fonksiyonun Lebesgue integrallenebilir olmasini

olarak tanimlanan fonksiyonun Lebesgue integrallebilir olmasi olarak tanimlayabiliriz.
f’nimn integralini
(8.25) /I =7

olarak tamimlariz.

(1) I iizerinde bu anlamda tanimlanan integralin dogrusal oldugunu gésteriniz.
Bu tiir fonksiyonlarin kiimesini £'(7) ile gosterelim.

(2) f, I tizerinde integrallenebilir ise |f|'nin de integrallenebilir oldugunu
gosteriniz.

(3) f, I da integrallenebilir ve [|f| = 0 ise h.h. f = 0, yani olgiimi sifir
olan bir ' C [ igin, her x € I \ E iken f(z) = 0, oldugunu gdsteriniz.

(4) Daha 6nceki soruda tanmimlanan anlamda h.h. sifir fonksiyonun vektor
uzay1 oldugunu gosteriniz. Bu uzay1 N ile gosterelim.

(5) [;1fImm L' = £Y(I) \ N'(I) de bir norm tammladigim kamtlaymiz.

(6) f € LYR) ise

(826) ¢g:I1—C, g=fxr

olarak tammlanan fonksiyonun £!(R)’de ve dolayisiyla fmin I da integral-
lenebilir oldugunu kanitlayiniz.



(7) Yukarida tanimlanan ” I’ya kisitlama doniigiimii
(8.27) LY(R) — LY(I)

orten ve stirekli dogrusal fonksiyonun tanimlar. (Bunlarin h.h.h egitlik modiiliine
gore integrallenebilir fonksiyonlarin boliim uzaylarinin var oldugunu not edi-
niz.)

Cozim:

(1) f ve g fonksiyonlar1 I iizerinde integrallenebilir ve h = f + gise h = f+ 7
oldugu tanimdandir. Dolayisiyla £!(R)nin dogrusalligindan f + g fonksiyonu
I da integrallenebilirdir. Benzer bicimde eger f integrallenebilir ise herhangi
bir sabit ¢ icin h = c¢f olmak iizere h = c¢f fonksiyonu integrallenebilirdir.
Boylece £1(I) dogrusal bir uzaydir.

(2) Yine tanimdan h = | f| ise h = |?| Buradan f'min I da integrallenebilir
olmasmdan f € £'(R) elde edilir. Bilgilerimizden de |f| € £'(R). Boylece
h=|f|ise h € L}(R), dolayisiyla |f| € L1(I) elde edilir.

(3) f € LYI) ve [,|f] = 0ise [, |f| =0 dir ve buradan da Sl¢iimii sifir olan
bir £ C R icin R\ E kiimesinde f = 0 elde edilir. Simdi B; = E Cc I C E
kiimesinin 6l¢timii de sifirdir (sifir 6l¢iimlii bir kiimenin altkiimesi oldugundan)
ve f, E; kiimesinin diginda sifirdir.

(4) f ve g lar sifirims: fonksiyonlar ise (6l¢iimii sifir olan bir kiime diginda
sifir degerli anlaminda, bu kiimelere sirasiyla £y C I ve E, C I diyelim.
Yani Ey ve E, lerin ol¢timleri sifir ve her a € I C Ey ve b € I C E, igin
fla) =0,9(b) =0.) f+ g fonksiyonu I C (EfU E,) iizerinde sifirdir. E;U E|,
kiimesinin Ol¢timii sifir oldugundan f + g sifirdir. Ayni sey, ¢ ve d sabit olmak
tizere ¢f + dg fonksiyonlar1 i¢inde dogrudur, dolaywsiyla AN(I) bir dogrusal
uzaydir.

(5) f, g € NY(I) olmak iizere g'nin sifir oldugu yerde | f + g|— | f| fonksiyonu
sifir oldugundan |f + g| —|f] € N(I) dir. Buradan agagidaki esitlik elde edilir.

(8.28) / ftgl= / | Vf.g e N(D).

Buradan da

(8.29) /1], = / i



fonksiyonu denklik siifinda ayni oldugundan L'(I) = £}(R) \ N(I) iizerinde
iyi tanimh bir fonksiyondur. Buradan R iizerindeki ayni ozelliklerinden dolay1
bu fonksiyonun norm ozellikleri sagladigr goriiliir.

(6) f € LYR) ve (8.26) daki gibi I'ya kisitlamg olarak tanimlansin. g €
L1(R) olarak tammlansm. R de, f,, f’ye yakinsayan basamak fonksiyonlarin
mutlak toplanabilir serisi ise mutlak yakinsaktir. Burada I, I'nin sonuc nok-
tasimin eklenmesi (varsa) ve sag u¢ noktasmin gikartilmasiyla (var ise) elde
edilen aralik olmak tizere

(8:30) g = faxw \ I

serisini ele alalim. Burada g, bir basamak fonksiyonudur (bu niye I'ya gereksin-
imiz oldugunu agiklar).Ustelik [ |g,| < [|f.| ve dolayisiyla g, mutlak toplan-
abilir ve I'nin diginda g’ye yakinsar ve [ i¢indeki her noktada mutlak yakinsaktir
(bu durumda f,,’de oldugu gibi). Bu g’nin integrallenebilir oldugunu gosterir
ve f, g'den en az iki noktada farkh oldugundan, integrallenebilir ve dolayisiyla
tanim geregi f, I'da integrallenebilirdir.

(7) Oncelikle fonksiyon oldugunu kontrol etmeliyiz. f € N(R) oldugundan
(8.26) da verilen g kesinlikle N'(1) dadir. ” I'ya kisitlamanin” £*(R)’den £(I)’ye
bir dogrusal fonksiyon oldugundan (8.27)’yi tammlar-goriintii sadece f’nin
denklik sinifina baghdir. Bu fonksiyonun dogrusal oldugu acik oldugundan
orten oldugunu gostermeliyiz. g € L}(R) ise bu I'm diginda 0 olacak bi¢imde
genigletilebilir ve bu genisletilmig fonksiyon £!'(1)min bir elemanidir ve bu
fonksiyon smuifinin (8.27) altindaki izi [g] dir.

(8) Problem 3.3 Bir éncekinin devamidir.

(1) I = [a,b) ve f € L'(I) ise her a < z < b igin f'nin I, = [z,b)ye
kisitlamgt L'(1,) de oldugunu gosteriniz.

(2)
(831) Fz)= [ f:labh)—C

nin siirekli oldugunu gosteriniz.

(3) 2 cos(%) fonksiyonunun (0, 1] de Lebesgue integrallenebilir olmadigim
kanitlayimiz (yukarida gosterdigin seyi diisiin).

Coztim.

(1) Az onceki sorudan elde edilir. f € L'([a,b)) ve f', f'nin temsili ise f’
nin araligin diginda sifir olarak genisletilmesiyle elde edilen fonksiyon £!'(R)

nin i¢inde kalir. L'(R)nin elemam olarak bu f’ secimine bagh degildir ve
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(8.27) L'([x,b))'min bir elemam olarak [x,b)’ye kisitlamgi verir ve dogrusal
fonksiyonudur.

(2) Bir 6nceki sorudaki tartigmay1 kullanarak, eger f,, f' (f'nin temsili) ye
yakinsayan mutlak toplanabilir bir seri ise ki-yakinsama mutlak yakinsama ise
her a < x < bicin

(8.32) fo=x(a.2))fn,  fi = x([z.0))f

burada x([a, b)), araligin karakteristik fonksiyonudur ve bazen x[, 5 ile gosterilir.
Burada f) nin fx([a, b)) yeve f/ nin fx([a,b)) ye yakinsadig goriiliir, yakinsama
mutlak yakinsamadir. Boylece

(8.33) /{va)f — [ o) - Z/f /[W)f ~ [ fx(la.o) = ;/f;,

Simdi basamak fonksiyonlariigin [ f, = [ fi+ [ f/ oldugunu biliyoruz, dolayistyla

(8.34) / f - / ref g
f0.6) a.6) [a.b)

Boylece [a,b) da tamiml her fonksiyon igin

(835) lim [ f=0
r—a [a,ac)

oldugunu gostermek yeterlidir. Bu agagidaki genel esitsizligi kullanarak

[N R B LY B 2

n<N n>N
ve basamak fonksiyonlarin mutlak toplanabilir dizinin tanimlanmasiyla goriilebilir.
N’nin yeterince biuiyiik segilmesiyle x’den bagimsiz olarak son toplam kiigiik
yapilabilir. Diger taraftan N’yi sabit tutarak  — a ic¢in, basamak fonksiyon-
larin tammindan integral sifira gider. Bu (8.36)’y1 kanitlar ve boylece F'nin
stirekliligini kanitlar.

(3) (0,1] arahgmda z~'cos(2) Lebesgue integrallenebilir olsaydi (arahkta
tanimhidir), bu fonksiyon sifirda tanimlanarak, 6érnegin 0’da 0, alinarak [0, 1)
araliginda integrallenebilir olurdu. Aym sey mutlak degeri i¢cinde dogru olurdu
ve Riemann integral

(8.36)

1

8.37) i
(8.37) /e

1
cos(—)| dx = 0.

T




Bu limitlerin bir fonksiyonu olarak integrallerin stirekliligi ile gelisr.
Problem 3.4 [Zor ama denenmeli] f € L'(R) verilsin.
(1) Her t € R igin

(8.38) fi(z)=f(z—1):R—C

déniigiimlerinin £!(R)'nin elemanlar1 oldugunu gosteriniz.
(2)
839t [ 15~ 51 =0

oldugunu gosteriniz. Buna ”integrallenebilir fonksiyonlar i¢in deger siirekliligi”
denir. Y.G: Verilecek!
(3) Her f € LY(R) igin

(8.40) R — L'(R),t — [f}]
(bu bir ”egridir”) fonksiyonun siirekli oldugunu ¢ikartiniz.
(ozlim:
(1) fn, ['ve yakinsayan-mutlak yakimsayan basamak fonksiyonlarin mutlak

toplanabilir serisi ise f,(. —¢) her t € R i¢in f(. — t)’ye yakinsar. Bdylece
her f(z —t) Lebesgue integrallenebilir yani £!(R)'nin elemamdir.

(2) fn, f've yukarida oldugu gibi yakinsayan bir seri ise

s 1< )3 [ 15

oldugunu biliyoruz. Ilk terimleri toplayabiliriz ve tekrar seriye baslayabiliriz
ve buradan her n i¢in

>

n<N

(842) |f] < /

+Z/|fn|

n>N

elde edilir. Bunu f,(. —t) — f.(.) ye uygulayarak

sa3) [lr-s< [ + 3 [ 1l == £0)

n>N

S fule =) = Ful)

n<N
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bulunur. Burada ikinci toplam 23, [ [ fa| ile smirhdir. Verilen 6 > 0 icin,
mutlak yakinsamadan dolay1, bu toplami % ile sinirli olabilecek yeterince biiytik
N segebiliriz. Dolayisiyla problem [¢| yeterince kiigiik ise

(8.44) /

esitsizligini kamtlamaya indirgenir. Ustelik bu basamak fonksiyonlarin sonlu
toplamidir. Dolayisiyla her bir bilegke igin, yani bir sabit ¢ igin, 2|c|[¢] ile
siirh bir [a,b) arahigindaki karakteristik fonksiyonun ¢ kat1 i¢in agagidakini
gostermek yeterlidir. ¢ — 0 igin.

)
< Z
-2

S fule =) = Ful)

n<N

845 | [t~ 1-90)] -

(3) f; egrisi i¢in
(8.46) R — L'(R), t— f

frrs = (ft)s dir ve yukanidaki tartigmay: her s igin

47 tim [ 1= £ = 0= i 5] = £

ifadesini gostermek i¢in uygulayabiliriz. Bu (8.46) daki fonksiyonun siirekli
oldugunu kanitlar.

Problem 3.5 Son aligtirmalarda bir kompakt aralik tizerinde tanimli bir
fonksiyonun aralik diginda sifir degeri alacak bigimde genigletilmesiyle elde
edilen fonksiyonun Lebesgue integrallenebilir oldugu gosterilmigti. Bunu ve
basamak fonksiyonlarin L!'(R) da yogun oldugunu kullanarak R da tamimli ve
bir kompakt kiimenin diginda sifir olan siirekli fonksiyonlarin dogrusal uzayinin
L'(R) de yogun oldugunu gosteriniz.

(Coziim. Basamak fonksiyonlarn (aslinda basamak fonksiyonlarin denklik
siniflar1) L'(R) da yogun oldugundan her basamak fonksiyonun, L' e gore,
bir kompakt kiime diginda sifir degeri alan stirekli fonksiyonlarin bir limiti
oldugunu gostermek yeterlidir. Dolayisiyla bir [a,b) arahigimin karakteristik
fonksiyonu icin kaniti vermek yeterlidir ve sonra sabitlerle ¢arpma ve ekleme
yapilabilir. g, dizisi

1 1
(848) g, =n(r—a+ E>X[“_%”1] +n(b+ - x)x[b7a+%]
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olarak tamimlansin. g, lerin stirekli oldugu agik ve bir kompakt kiime diginda

sifirdar.
1 b+~ 1
(8.49) /|gn_ (la,0)) |_/ gn+/ Gn < —
a—2L b n

oldugundan L'(R de [g,] — [x([a, b)) elde edilir. Bu kompakt dayanakl siirekli
fonksiyonlarin L'(R) da yogun oldugunu kanitlar.
Problem 3.6 g : R — C fonksiyonu stirekli ve sinirhi ve f € Rise gf € R ve

(8.50) /\gfl < sup IQI/W

oldugunu gosteriniz.

(2) G € C([0,1] x [0,1]) bir siirekli fonksiyon C(K) ile bir kompakt metrik
uzay!1 iizerinde tanimh stirekli fonksiyonlar: gosteriyoruz. Onceki tartigmalarda
L'([0,1]) i tammladik. Birinci kismi kullanarak f € L'([0,1]) ise her x € [0, 1]
icin

(8.51) F(x)= G(z.)f()eC
[0,1]
nin iyi tanimh oldugunu gosteriniz.

(3) f € L*(]0,1]) ise F'nin [0,1] de siirekli fonksiyon oldugunu gosteriniz.
(4)

(8.51) L'([0,1)) —c([0,1]), f—F

nin siirekli fonksiyonlarin Banach uzayma, [0, 1] deki supremum normuna gore,
simurh (yani stirekli) dogrusal fonksiyon oldugunu kanitlayiniz.

Cozim:

(1) Oncelikle [0,1] diginda f = 0 oldugunu varsayalim. Ahstirmalardaki
sonuglardan birini uygulayarak her R i¢in [0, 1) de g, — g diizgiin yakinsayacak
bigimde basamak fonksiyonlarin bir g, dizisi vardir. Biralt diziye gecerek
SUp(_1,1] |9n(*) — gn—1] < 27" olcak bicimde ayarlayabiliriz. f,, f ye h.h.
yakinsayan basamak fonksiyonlarin bir dizisi ise yukarida tartigildigr gibi f,,’i
fax([—1,1]) ile degistirebiliriz ve hala aym sonucu elde ederiz. Boylece g, lerin
diizgilin yakinsamasindan

(8.53) gn(x ka )f(z) R de h.h.

Dolayisiyla hy = g1.f1, hn(z) = gu(x) D _p_; fe(x) — gno1(2) Zz;ll fr(x) olarak
tammlariz. Basamak fonksiyonlarin bu serisi gf(x) e hemen hemen heryerde
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yakinsar ve

(8.54)

ol < Al @2 Y IR@1L Y [l <aX a2 [ 1l <o

k<n n

oldugundan mutlak toplanabilirdir.Burada A bir |g,| igin bir smir ve n den
bagimsizdir. [0,1) diginda f = 0 varsaymm altinda gf € L£'(R) oldugunu
gosterir ve

55 [ lofl<swlgl [ 1f

elde edilir. Bu tartigmay1 p € Z olmak iizere f’nin [p, p+1) araligina kisitlanigi
olan f, fonksiyonuna uygulayabiliriz. ¢f, mutlak toplanabilir gf, serisinin
h.h.h limitidir,

856) 3 / 0, < suplg] 3 /[ f] < o0

p+1)

oldugundan (8.55) saglanir. Boylece gf € L}(R) ve

571 [lafl <swlgl [ 111
(2) f € LY(]0,1]) ve temsili f’ise G(z,.)f'(.) € £1([0,1]) dolayisiyla

(8.58) F(x)= G(z,)f()eC

[0,1]

iyi tanimlidir- f/ nin se¢iminden bagimsiz oldugundan , f” bir sifir fonksiyonuyla
degistirilirse, f bir sifir fonksiyonuyla degistirilebilir.

(3) S = [0,1] x[0, 1] kompakt metrik uzayininda taniml siirekli bir fonksiyon
diizgiin siirekli oldugundan verilen 6 > 0 i¢in agagidaki ozellikte bir € > 0
vardir:

(8.59) |z —2a'|<e= sup |G(z,y) — G(a,y)| <.
y€[0,1]

Boylece F € C([0,1]), [0, 1] arahiginda siireklidir. Ustelik f — F fonksiyonu
dogrusaldir ve

(8.61) sup|F| <sup|G| [ [f],
0.1 s 0.1
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bu
I D(0.1)  C(0.1), PP = [ G0

dogrusal fonksiyonunun siirekli ya da smirh olmasi igin yeterli ve [|I(f)][,,, <
sup |G 1 f]1 .
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