COZUMLER 1

Problem 4.1 H bir normlu uzay ve norm agagidaki paralelkenar kuralini
saglasin.

(1029)  fu+ol* + llu—ol* = 2(ull® + [o*) u,ve H.

Bu normun pozitif tanimli, Hermitian dan geldigini kanitlayimiz. Biiytik fikilr
olarak agagidakini deneyiniz:-

1 2 2 . .12 . .2
(10.30)  (u,v) = 7 (Jlu+ol” = [lu = ol]" +dlju + @] — illu —2[])
esitligini deneyiniz.
(oztim.u = v alalim.Paralelkenar yasasi olmadan da
1 : . . :
(10.31)  (u,v) = Zl12u|” +il|(1+ dull* = il |(1 = Dul* = |||l

vardir. Buradan (u,v) nin Hermitsel oldugunu elde ederiz.Kompleks eglenik
alip,||u + iv|| = ||v — dul| gibi norm &zelliklerini kullanarak,

— 1
(10.32)  (u,v) = Z(||v+7~b||2 — o —ul* —illv — iwl|* +il|v + iul[*) = (v,u)

Dolayisi ile bakilimasi gereken tek sey, ilk degiskendeki dogrusalliktir. Hemen
hesaplara baglayalim. Once (u, —v) = —(u, v) den [10.32) kullanarak,(—u,v) =
—(u,v) buluruz. Buradan

1 . 4 . .
(10.33)(2u,v) = Z(||u~|—(u+v)||2—||u+(u—v)||2+z||u+(u+zv)||2—z||u+(u—w)||2)
1 . , . . . ,
= §(HU+UHQ+HUHQ—|!U—UHQ—|!u\l2+2|\(u+w)|12+lllu\\2—ZHU—ZUH2—ZHU||2)

—i(llu—(U+v)ll2—|lu—(u—v)llgﬂ'llu—(U+iv)ll2—illu—(u—iv)IIQ) = 2(u,v)

Simdi bu ve (10.32) den herhangi u,u’ ve v igin

2



(uted, v) = %(u—i—u’,%) _ % Fracta(||(u-o) (/40| P—|| (u—v)+ (e —0)| [P+ | (i) — (u—iv)

—illu — iv[[*|]*) + ill(u+ iv) — (u—w)|[* —il|(u — iv)) = (u,0) + (', v).

Bulunur. Ikinci 6zdeslik kullamlarak, birincide iterasyon yapilirsa, u, v vektorleri
ve k tamsayisi i¢in (ku,v) = k(u,v) bulunur. Simdi n pozitif tamsayisi igin
nu' = u ve r = k/n alarak

(10.35)  (ru,v) = (ku',v) = k(v',v) = r(u,v)

bulunur ve buradan her kesirli r sayisi igin (ru,v) = r(u,v) elde ederiz.
Tanimdan, i¢gcarpim her iki degiskende de norma gore siireklidir. Bu nedenle,
r — x € R, limitine gecebiliriz. Yine tanimdan,direk olarak;

1
(10.36)  (iu,v) = 1(|Iz‘u+v||2— v — || +i|iu+iv] > — | [iu — iv]|?) = i(u,v)

esitliginden ilk degiskende dogrusalligi elde ederiz.
H sonsuz boyutlu bir (6n)Hilbert uzayi olsun. Dolayisiyla H'nin her ele-

maninin
(10.37) v = Z Civ;

olacak anlammda (v;) tabani vardir. Burada v;’ler arasida dogrusal bahlli
iligki yoktur-(8.9) da v = 0 temsili tek bir tanedir. (e;,e;) = d;; (i = j icin 1
diger durumda sifir) anlaminda H'nin bir ortonormal tabani (e;)! , vardir.
Ortonormal taban igin (10.37) da gegen katsayilarin ¢; = (v,e;) oldugunu
kanitlayiiz ve

(10.38) T:H —C", T(v)=((v,e;))

(1039) (wv) = S (Tw),(T0)s, |ully = [Tulen, wveH

7

ozelligini saglayan bir izomorfizma oldugunu kanitlayiiz. Ni¢in sonlu boyutlu
onHilbert uzay1 bir Hilbert uzayidir?



Co6ziim 2. H'’nin sonlu boyutlu bir (6n)Hilbert uzay1 oldugu kabul edildiginden,bir
vi, © = 1,...,n tabam vardir. Bu taban n-adimda ortonormal bir tabanla
degistirilebilir. Tlk olarak v, vektoriinii e; = vy/||vy]| ile degistirelim. Taban
vektorlerinin dogrusal bagimsizligindan ||v|| # 0 dir. Simdi de vy vektoriini

(1040) €y = w2/||w2||,w2 = Uy — (UQ, 61)61

ile degistirelim.Burada wy 1L e; oldugu iccarpim alarak gortiliir. vy, eq dogrusal
bagimsiz olduklarindan, wy # 0 vardir. Sonlu tiimevarimla k < nigin vy, ...., v
vektorlerini ortonormal ve v; ler ile ayni uzayi geren ey, ..., ¢ ile degigtirdigimizi
kabul edelim. vy, vektoriini agagidaki;

k

(10.41)  epr1 = wir/||wisa|], W1 = Vi1 — Z(Ukﬂa €i)e;
i=1
ile degistirelim. Icarpim alarak wir1le;,t = 1,k ve v; ler dogrusal

bagimsiz olduklarindan,wy 1 # 0 elde ederiz. Dolayisiyla, ortonormal kiimemizin
oge sayisini ayni ozelliklere sahip olacak bicimde bir 6ge artirttik. Bu nedenle
taban ortonormal hale getirebilir.

Simdi her u € H igin

(10.42) ¢; = (u,€;)

olsun. Buradan elde edecegimiz sey,U = u — >, vektoriiniin her e;’ye dik
oldugudur. Nedeni ise;

(10.43)  (u,ej) = (u,e;) — Zci(ei,ej) = (u,ej) —e; =0

olmasidir. Buradan U = 0 elde edilir.Ciinkii U = ), d;e; yazildiginda her i
icin d; = (U, ;) = 0 bulunur. Simdi (10.38) deki operatorii diigiinelim. Biraz
once kanmtladigimiz sey bu doniigtimiin bire-bir oldugudur, ¢iinkii 7w = 0 tim
¢; = 0 ve dolaywsiyla v = 0 vermektedir. ¢; sayilart u vektoriine dogrusal
olarak bagl ve iccarpim ilk degiskende dogrusal olduklarindan, 7" dogrusal
bir déntigiimdiir. Her ¢; € C igin u = Y ¢;e; (10.42) nedeniyle ¢; sayilarimi
verdiginden, 7T iizerine (érten) bir doniigiimdiir. Boylelikle 7' operatoriintin
esasinda bir izomorfizma oldugunu buluruz.(10.39) daki ilk 6zdeslik, asagidaki
hesaptan elde edilir:



(10.44) Z(Tu)i(Tv)i = Z(u, e;) = (u, Z(u, ei)e;) = (u,v)
i=1 i

Burada u = v alarak, ||TU||c = ||u||g buluruz.

Standart normu ile donandiginda CV uzayinin tam oldugunu biliyoruz. 7" de
bir izomorfizma oldugundan H deki Cauchy dizilerini CV uzayimdaki Cauchy
dizilerine resmeder iistelik 7!, CY uzaymndaki yakinsak dizileri H deki yakinsak
dizilere gotiirdiiginden H deki her Cauchy dizisi yakinsak ve H tamdir.



