Problem 5’nin ¢oziert

Problem 5.1 f : R — C, £L'(R) min bir eleman1 olsun.
(12.23) ze[-L,L] igin fr(x)= f(z) ve diger durumda 0

olarak tammlansm. f; € L(R) ve L — oo i¢in [|fr — f| — 0 oldugunu
gosteriniz.

Céziim: [—L, L)'nmin karakteristik fonksiyonunu y, ile gosterelim. Bu du-
rumda fr, = fxr. fa, h.h. f’ye yakinsayan basamak fonksiyonlarin mutlak
toplanabilir bir serisi ise, [ |fuxr| < [ |fa| oldugundan ve f,x; dizisi f ye
h.h.y yakinsadigindan, f,x; mutlak toplanabilirdir, dolayisiyla fr, € L}(R)
dir. Her z € R i¢in, L — oo iken |fr(z) — f(z)| — 0 ve |fr(z) — f(z)] <
|fo(z)|+|f(z)] <2|f(x)]. Dolayisiyla, Lebesgue (Dominated) yakinsamadan,
[1f = fr| — 0 elde edilir.

Problem 5.2 f : R — R fonksiyonu yerel integrallenebilir, yani, her L € N
icin,

(12.14) xz € |[-L,L] igin gp(zx) = f(z) ve diger durumda 0

olarak tamimlanan fonksiyon Lebesgue integrallenebilir, olsun.
(1) Sabit L igin

gr(z) € [-N,N] ise ¢ (x) = gr()

(12.25)

gr(z) >N ise gi"(@) =N, gr(x) <N ise gV (z)=-N

olarak tanimlanan g(LN)

(2) N — oo i¢in [

(3) Asagidaki ozellikte basamak fonksiyonlarin bir dizisi vardir:

fonksiyonunun Lebesgue integrallenebilir oldugunu gosteriniz.

g(LN ) _ gL‘ — 0 oldugunu kanitlayiniz.

(12.26) h,(z) — f(x) h.h. in R

(4) hELNL) fonksiyonu agagidaki gibi tanimlansin:
v [~L,L] ise h{) =0, h(x)€[-N,Nlze[-L L] ise hyy=h,(x)
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(12.27)

7€ [~L, L hy(a) > N ise h() =N, hy(z) < -N.we[-LL] ise b =-N.
n — 0 igin [ ‘hiNL) — g(LN)’ — 0 oldugunu gosteriniz.

Cézim:
(1) xr, [ L, L)'nin karakteristik fonksiyonu olmak tizere tanim geregi g(LN) =

maks(—Nxr,min(Nxz, gr)) oldugundan, bu fonksiyon £!(R) icindedir.

(2) Her z € R igin g(LN) (x) — gr(x) ve ’g(LN)‘ < |gr(z)| oldugundan Lebesgue

Dominated Yakinsama’dan dolayi, dizi noktasal olarak 0 a yakinsadigindan ve
tistten 2|g(x)| ile simirh oldugundan, L' de g(LN) — g1, yani N — oo i¢in

lgY = g1| — 0.

(3) Sp,n dizisi h.h. g7, fonksiyonuna yakinsayan basamak fonksiyonlarin bir
dizisi olsun. C)rnegin g1 ’ye yakinsayan basamak fonksiyonlarin mutlak toplan-
abilir serilerin kismi toplamalar dizisi-integrallenebilme varsayimindan dolay1
boyle bir dizi vardir. Sy, dizisini Sp,xr ile degistirerek [—N, N] diginda sifir
oldugunu varsayabiliriz, bu durumda dizi yine g;’ye h.h. yakimsar. Asagida
h,, dizisini tanimlayalim:

1<k<nxelk,—k\|[k—1,—(k—1)] ig¢in h,(x) = Sknr(x)

(12.28)
r €R\ [-n.n| i¢in h,(z)=0

olarak tanimlansin. Her n igin A, basamak fonksiyonlarin bir toplami oldugundan
bu dizi kesinlikle basamak fonksiyonlarin bir dizisidir- ve yeterince biiyiik L
i¢in [L, —L]\ [-(L —1),(L —1)] de Sp,—1 — gr. Buradan da, dl¢timleri sifir
olan sayilabilir kiimelerin birlegimleri diginda h,(z) — f(z) oldugu ve béylece
yakinsamanin h.h. yakinsama oldugu goriiliir.

(4) Bu ilk problemin tekraridir, hilNL) — g(LN) hemen heryerde ve h,(lNL)‘ <
Nz, dolayisiyla gy € L1(R) ve n — oo igin [ |1 — g7 | — 0.

Problem 5.3 £L*(R)’'nin bir Hilbert uzay1 oldugunu gosteriniz-bu konunun 6zii
oldugu i¢in detaylarin dikkatlice yapilmasi yararh olur.

L2(R) kiimesinin elemanlar1 f : R — R yerel integrallenebilir ve |f|* inte-
grallenebilir olan fonksiyonlar olarak tanimlayalim.

(1) f fonksiyonu i¢in h,, secelim ve g, g(LN) ve bV yi (12.24), (12.25) ve
(12.27) deki gibi tanimlayalim.



(2) Sabit n ve L igin hfiVL)’yi kullanarak ¢\™) ve (¢\)?2 fonksiyonlarmm £!(R)

da oldugunu ve N — oo i¢in [ ’(thL))z — (g(LN))2‘ — 0 oldugunu gosteriniz.

(3) (o) € L'R) ve N — oo icin [|(g})? = (g1)?
gosteriniz.
(4) L — oo i¢in [ |(g92)* — f*| — 0 oldugunu gosteriniz.

(5) f,g € L2(R) ise fg € L%(R) ve

0220) | [ 1s] < [110 < Uflelialen Vol = [ 157

oldugunu gosteriniz.
(6) Bu sonuglar1 kullanarak £(R) nin bir dogrusal uzay oldugunu gosteriniz.
(7) N sifinmst fonksiyonlar olmak tizere L*(R) = £2(R)/N boliim uzaymin
bir Hilbert uzay1 oldugunu gosteriniz.
(8) Tartigmalar1 kompleks degerli fonksiyonlar i¢in genisletiniz.

Cozim:
(1) Yapildi. Sanirim h( 1, olmall.

(2) g (N) € LYR) oldugu kontrol edildi. Aym fikir g(LN)’ye uygulanir, yani

(hiLNL)) — g(L ) hemen heryerde ve herikisi de N2y ile smirh dolayisiyla
yakinsama

(hS,VL)f_)(g( )) <N2Xthy:>(g )2 € L(R) ve

(12:30) (1)) = (of™)?

—0

(A))? = (g2 ‘<N2X :>/) (B2 — (g2

verir.
(3) N — oo igin (¢"")2 — (g2)2 Ih. ve (¢i")2 = (g1)? < f2 dolaywsiyla
dominated yakinsama ile (¢1,)? € £' ve N — oo igin [ ‘(g(LN) - (gL)2) — 0.
(4) Smurli yakimsamanin aym fikri, f2 € £1(R) s kullanilarak, g2 — f2

oldugunu gosterir.
(5) Biitiin bunlar fLF =G e L2R) igin fg € L'(R) i¢indir. Yukarida

oldugu gibi f i¢in A L) ve g igin H, o ) basamak fonksiyonlar dizileri ile yaklagilmigtir.



Bu durumda £! de arpim dizisi-basamak fonksiyonlarin bir dizisi- hemen hery-

erde
(12.31) A (@) HNY (2) — ¢ (2)GY (2)

ve N2y, ile mutlak simirhdir. Yakinsamadan dolay: g(LN) GSZN) € L'(R). N —
oo i¢in bu dizi gy ()G () ye hemen heryerde yakinsaktir ve agagidaki sinirlama
vardir:

(1282) |gs()Co@)] < |F(@)F@)] L(f° + F?)

ve yakinsamadan limit ¢g;Gp, enﬁl dir. Son olarak L — oo i¢in aym fikir
fF € LYR) oldugunu gosterir. Ustelik [fF| € LY(R) ve

(12.33) ‘ / fF‘ < / FEL < 11 | F e

burada gecen son esitsizlik Cauchy esitsizliginden elde edilir-arzu edilirse once
ilk yaklagim dizisi i¢in ve sonra limitin alimasiyla elde edilir.

(6) Dolaysiyla f, g € L%(R) gercel degerli ise f + g yerel integrallenebilirdir ve
yukaridaki tartigmadan

(12.34) (f+9)°=f*+2fg+9" € L'(R).

Sabit ¢ ve f € L*(R) i¢in ¢f € L3(R) oldugu agiktir.

(7) Yukandaki £' i¢in verilen fikir L' i¢in de aymdir. Yani, [ f* = 0 ise
hemen hemen heryerde f2 = 0 ve bu f = 0 h.h.y olmasma denktir. Bu du-
rumda, A lar sifirims: fonksiyonlar olmak iizere, fh ve h? fonksiyonlar: sifirimsi
ve (f+ h)? = f2+2fg + ¢* oldugundan, f + h fonksiyonlarm normlar:1 f’nin
normu ile aymidir. Ayni sey i¢ ¢arpim icin dogrudur ve buradan sifirimsi
fonksiyonlara boliinmesiyle elde edilen boliim uzayimnin

(12.35) L*(R) = L*(R)/N

bir onHilbert uzay1 oldugu elde edilir.

Geriye tamhg gostermek kaliyor. ([f,] dizisi L*(R) de > ||full;2 < o0
anlaminda mutlak toplanabilir seri oldugunu varsayalim. Bu durumda kesme
serisi f,xr, L' de Cauchy esitsizliginden dolay:

(1230 [ lfoul < L3([ 12



anlaminda mutlak toplanabilirdir. Buradan F,, = Y ,_, fi alimrsa her L icin
F,(x)x dizisi hemen hemen heryerde yakinsaktir dolayisiyla

(12.37) F,(z) — f(z) hemen heryerde.

LYnin tamhgimdan dolay1 yerel integrallenebilir olan f fonksiyonunun f €
L?(R) oldugunu gostermek istiyoruz. Asagidaki seriyi ele alalim.

(12.38) g1 =F}, g, =F:—F* .

Bu elemanlar £'(R) dedir ve n > 1 igin Cauchy esitsizliginden
(12.39)

/ gu] = / F2 = B2 < 1= FullpallFa+ Fucallpe < 1 ull 22 3 el o
k

burada iicgen esitsizligi kullanildi. Bu aslinda g, serisinin £! de mutlak toplan-
abilir oldugunu gosterir ve

(1240) 3 / 9] <203 1 full 2

Gergekte kismi toplamlar dizisi F2, f2 € LYR) ye yakinsar. Bu f € L2
oldugunu gosterir, tistelik

(12.41) n—0 igin /(Fn—f)2:/F3+/f2—2/an—>o.

Gergekten ilk terim [ f? ye yakisar ve, Cauchy esitsizliginden, ¢arpimlarin
serisi f,,f, L' de mutlak toplanabilir ve limiti f? dir dolayisiyla ii¢iincii terim
—2 [ f* ye yakmsar. Bu L*(R) de [F,,] — [f] oldugunu gosterir ve béylece
tamlig1 gostermisg oluruz.

(8) Kompleks durum i¢in dogrusalligi kontrol etmeliyiz. f yerel integral-
lenebilir ve |f|* € £1(R) olsun. fmnm gercel kismu yerel integralenebilir ve
yukarida tartigmadan F éN) yaklagimi (F £N) )2 < f\Q esitsizligini saglayan kare
integrallenebilirdir ve dominated yakinsamadan énce N — oo ve sonra L — 0o
almarak gercel kismin £%(R) de oldugu goriiliir. Simdi dogrusallik ve tamlik
gercel durumdan goriiliir.

Problem 5.4



Asagidaki diziyi ele alalim.
(1242) h*' ={c:N—=C,) (1+5)¢]* < oo}

J

(1) Asagida tanimlanan
(1243) h*' x k™' 5 C, (cd) =< cd>=Y (1+5%)¢d;
J
fonksiyonun ve bir ic Hermitian oldugunu gosteriniz ve boylece h*! bir Hilbert

uzayidir.
(2) Bu uzaydaki norm ||.||,, ile gosterilsin ve I* deki norm ||. |, olmalk {izere

(12.44) w*' c?, lelly < llelly, Vee !
oldugunu gosteriniz.

Cézim:
Asgagidaki Cauchy esitsizliginden

<ed>=Y (1+ 5221+ 2)7)d;

J

(12.45)

S|+ )0,

<O+ AP0 0+ )d)*)z

J J

dolay1 tanimlanan seri mutlak yakinsak oldugundan i¢ ¢carpim iyi tanimhdair.
Bu,

(1246) el = (320 +7)ke*)?

J
ifadesi sadece biitiin ¢; lerin sifir olmas1 durumunda sifir oldugundan, sesquilin-
ear ve pozitif tanimhdir. Tamhk /2 icin oldugu gibi elde edilir-¢™ bir Cauchy
dizisi ise (1 + j)% Cauchy oldugundan, her komponent cg-n) yakinsaktir. c¢;
limitleri, dizi sinirhh ve A normlarin bir sinir1 olmak iizere,

N N
(1247) Y (142" = lim Y (145772 < A

J=1 J=1



oldugundan, h*! nin elemanlaridir. Hc(") — c(m)H < € lizerinden m — oo igin

h*! de Cauchy kosulundan ¢™ — ¢ elde edilir.
(2) Her sonlu N igin

(12.48) Z|c]| Z L+ )%les” < llels,

oldugundan h?? C [? oldugu aciktir ve N — oo icin

(12.49) el < flelly,s-

Problem 5.5 Ayrilabilir durum i¢in Riesz Temsil Teoremi’mini dogrudan kanitlayiniz.
Aynlabilir Hilbert uzayindan bir (e;) ortonormal tabam segilsin. 7': H — C
sinirli bir dogrusal fonksiyonel olsun. Agagidaki diziyi tanimlayalim.

(1250) w; =T(e;), i€N

(1) Baz1 sabit C' ler i¢in |T'u| < C||u||;; oldugunu hatirlayalim. Her sonlu N
icin
N

(1251) > fe* < ¢

j=1
(2) (e;) € 1* ve
(12.52) w = Zw,ez cH

olduguna karar veriniz.
(3) Asagidaki ifadenin dogru oldugunu gosteriniz.

(1253) T(u) =<u,w>y YuecH ve |T|=wlg.

Cozim:
(1) Sonlu toplam wy = Zf\il wje; Hilbert uzayimm bir elemanidir ve normu
Bessel dzdesliginden dolay1 [|wy |3 = Yoiv, [wi]®. Bunu genisleterek

N N
(12.54) T(wy) szez > wil(e) = |wil
i=1 =1
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ve T'nin strekliliginden
(12.55)  |T(wy)| < Cllwnlly = llonly < Clluly = llov|h < C2

elde edilir, istenilen de budur.
(2) N — oo alimmasiyla sonsuz toplamin yakinsak oldugu ve ||wy — wl|| <
D joN |w?| sifira gittiginden

Z|wz|2 < 02 = w = Zwiei e H
dir.

(3) Her u € H igin, (e;) lerin tamhgmdan dolayr uy = S0 | < u,e; > ¢,
dolayisiyla T"nin stirekliliginden

T(u) = hmTuN—hmZ<ueZ>Te,)

N—o0

(12.57)

:hmg < U, wie; >= hrn < U, wy >=<u,w >
N—o0 1
1=

elde edilir, burada i¢ carpimin siirekliligi kullanildi. Buradan ve Cauchy esitsizliginden
| T[] = supyy,, =1 1T (u)] < [Jw]| elde edilir. Tersiise T'(w) = ||wl|?, esitsizliginden
cikar.
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