PROBLEMLER 9

Asagda baz1 diizeltmeler var.

(1) P9.2(2) ve diger yerlerde C*(S) yerine C°(S), daire igerisinde tamml,
supremum normuna gore, stirekli fonksiyonlarin uzaylari.

(2) (19.4) da uw = Fv olacak, u = Sv degil.

(3) (19.41) den 6nce u = F'v olacak.

(4) (19.43) deki tartigma detaylandirilmali.

(5) P10.2”'min son kismi detaylandirilmal.

Bu hafta, periodik fonksiyonlar tizerinde,
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(19.28) Qu = (—% + V(z))u(x)

esitligini saglayan operatorlerin tersinirligini caligmak yararh olur. Buna yaklagmak
i¢in integral operatorlerine ihtiyag var.

Problemlere baglamadan once periodik fonksiyonlara gézatmaya ihtiyacimiz
var.

Problem 9.1 Periyodik Fonksiyonlar S kompleks sayilarda bir yarigapli, 0
merkezli gember olsun, yani S = {z : |z| = 1}.

(1) Asagida 1-1 iligki oldugunu gosteriniz.

(1229) CS)={u:u:S—=C} - {u:R—-C, wu(z+27)=u(z) VreR}
(2) Asagida 1-1 iligki oldugunu gosteriniz.
(19.30) L*(0,27m) «— {u € L}, (R),u2x € L*(0,27)

ve u(x+27)=u(r) VreR}\Np,

burada Np, her = € R igin u(z + 27) = u(x) esitligini saglayan fonksiyonlarin
sifirims1 uzayim gostermektedir.
(3) L*(S), (19.30) nin sol tarafindaki uzay1 gosteriyorsa bir

(19.31) C°%S) — L*(S)

yogun doniigiimiin oldugunu gosteriniz. Buradaki fikir S tizerindeki fonksiyon-
lar R de 27-periodik fonksiyonlar olarak diigtintilebilecegi hakkindadir.



P9.2: Schrodinger’s operator. Asagidaki ornegi ele alalim.

d2
(19.32) — ;x(f) +V(z)u(z) = f(x) =z €R,
(1) 6nce V' = 1 alahm. Neden V = 0 almiyoruz? Sona kadar bunu
yanitlamaya caligmayin?
(2) f(x) € C(S) gergel sayilarda 27-periodik fonksiyonlar olmak {izere

_ dPu(x)
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(19.33)

+u(x) = f(z) xeR,

denkleminin ¢6ziimiinii hatirlaym. R de (19.33) i saglayan iki kez tiirevlenebilen
ve ikinci tiirevi s’urekli olan 2m-periodlu tek bir tane fonksiyonunun oldugunu
kanitlayiniz ve bu ¢oziim

1938 ur)=($NE@ = [ Ao
0,27
olarak yazlabilir, burada A(z,y) € C°(R?) ve her x,y € R igin A(x + 27,y +
2m) = A(x,y) saglanir.

Ipugu: Once periodik kismini yok varsayarak ¢oziim bulunuz. Bunu yapmak
igin, icerilen denklemin diferansiyel operatori faktorize edilebilir. kargilikh
terimler yok olacagindan,

du , d*u(r) dv(z)

(19.35) v = gy TV e ——s 0

denklemine bakalim. Integrating faktorleri gormek igin agagidaki denklemi ele
alalim.

+u(x) = — + v

du dd
o — T P=c"7
. u=-e I e "u
(19.36)
dv LAy
L i

Iki kez integral alarak denklemi @6ziiniiz ve boylece (19.33) deki deiferensiyel
denklemin bir ¢oziimiinii bulunuz. Bunu iki kath integral biciminde acikca
yaziniz ve integrallerin yerini degistirerek ¢oziimii, A’, R x [0, 27| siirekli olmak
uzere

(19.37) (z) = /(02) Az, y)f(y)dy
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bi¢giminde yazimiz. u'(27) — «'(0) ve %(2#) - %(O) farklarini f’yi iceren in-
tegraller formunda hesaplaymiz. Ve «' yi homojen denklemin ¢oziimii olarak
ekleyiniz, f = 0 icin c;e” 4+ cee™® dir, dolaywsiyla (19.33) min yeni ¢oziimii
u(2m) = u(0) ve 2£(27) = 24(0) ifadelerini saglar. Simdi wnin (19.34) for-
munda oldugu gibi verildigini kontrol ediniz.

(3) Dogrudan ya da dolayh olarak A(x,y) = A(y, z) ve A'nin gercel oldugunu
gosteriniz.

(4) S operatoriiniin L*(S) de siirhi bir opertore genisletilebilecegi goriiniiz.

(5) Asagidaki ifadeyi dogrulayimiz.

(19.38)  S(e™*) = (K* 4+ 1)'e*™ ke Z.

(6) Az onceki sonucu kullanarak ya da bir bagka sekilde S'nin L%(S) de
eslenik kompakt operator oldugunu gosteriniz.

(7) g € C°(S) ise Sg'nin iki kez siirekli olarak tiirevlenebilir oldugunu gosteriniz.
Yardimcr Gortig:integralin deferansiyelini alarak iglem yapiiz.

(8) F, L*(S) de tanmmh, 6zdegerleri (k2 + 1)~2 olan eglenik kompakt olmak
tizere S = F? oldugunu gosteriniz.

(9) F: L*(S) — C°(S) oldugunu gosteriniz.

(10) (19.32) deki reel esitlige gidelim ve V'nin siirekli, gergel degerli ve 27
periodik oldugunu varsayalim. w iki kez tiirevlenebilir, 27 periodik ve verilen
bir f € C°(S) i¢in (19.32) saglaniyorsa,

(19.39) u+S((V —1)u) =Sf veboylece u=—F*((V—1)u)+ F>*f
oldugunu gosteriniz ve
(19.40) v e L*S) ve v+ (F(V—1)F)v=Ff olmak iizere u= Fv

oldugu sonucuna variniz, burada V' — 1, V' — 1 ile ¢arpilmasiyla elde edilen
operatordiir.
(11) Tersine, v € L*(S)

(19.41) v+ (F(V-1D)F)V = fF, fec"S)

ifadesini saghyorsa u = Fuv, 27w periodik, R de iki kez tiirevlenebilen bir
fonksiyondur ve (19.32) yi saglar.
(12) Spektral teoremi F(V — 1)F’e uygulayimniz ve her C \ {0} i¢in
(19.42) Mo+ (F(V—-1)F)v=g, g¢cL*S)
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nin her g € L*(S igin tek ¢oziimiiniim olmasi igin gerekli ve yeterli kogulun
her j i¢in A # \; olacak bigimde |\;| — 0 ifadesini saglayan R\ {0} de bir ),
dizisinin oldugunu gosteriniz.

(13) Her ), i¢in
(19.43) Nou+ (F(V-1)F)V =0, veL*S)

denkleminin ¢oztimiiniin R de siirekli 27 periodik oldugunu gosteriniz.
(14) (19.43) de v’yi saglayan fonksiyona karsilik gelen u = F'v fonksiyonunun
ikinci tiirevi stirekli, R de 27 periodik ve

d*u 1
(19.44) — e +(1—s;+s;V(x))u(x) =0, s;= /\_]

esitligini sagladigini gosteriniz.
(15) Tersine, u sifira egit olmayan ikinci tiirevi var ve siirekli, 27 periodik
fonksiyon,
d*u
(19.45) — —+(1—=s+sV(z))u(x) =0, se€C

dx?

ise baz1 j ler i¢in s = s; oldugunu gosteriniz.

Céoziimler 9

Periyodik Fonksiyonlar S kompleks sayilarda bir yaricapli, 0 merkezli cember
olsun, yani § = {z : |z| = 1}.
(1) Asagida 1-1 iligki oldugunu gosteriniz.

(21.40) CS)={u:u:S—C} -{u:R—-C, wu(z+27)=u(z) VzeR}.

Coziim F : R > § — €™ ¢ S iizerine, siirekli ve 27 peryodludur. Cember
iizerindeki her noktanin ters gortintiisii,# € R olmak iizere, 4277 bi¢imindedir.
Bu fonksiyonlarin bilegkesi

(21.41) E*: C%S)— C'(R),E*f =foE

bire-bir fonksiyon tanimlar.
Problem 9.2 Asagida 1-1 iligki oldugunu gosteriniz.

(21.42)  L*(0,27) «— {u € L}, .(R),u.2x € L*(0,27)
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