nin her g € L*(S igin tek ¢oziimiiniim olmasi igin gerekli ve yeterli kogulun
her j i¢in A # \; olacak bigimde |\;| — 0 ifadesini saglayan R\ {0} de bir ),
dizisinin oldugunu gosteriniz.

(13) Her ), i¢in
(19.43) Nou+ (F(V-1)F)V =0, veL*S)

denkleminin ¢oztimiiniin R de siirekli 27 periodik oldugunu gosteriniz.
(14) (19.43) de v’yi saglayan fonksiyona karsilik gelen u = F'v fonksiyonunun
ikinci tiirevi stirekli, R de 27 periodik ve

d*u 1
(19.44) — e +(1—s;+s;V(x))u(x) =0, s;= /\_]

esitligini sagladigini gosteriniz.
(15) Tersine, u sifira egit olmayan ikinci tiirevi var ve siirekli, 27 periodik
fonksiyon,
d*u
(19.45) — —+(1—=s+sV(z))u(x) =0, se€C

dx?

ise baz1 j ler i¢in s = s; oldugunu gosteriniz.

Céoziimler 9

Periyodik Fonksiyonlar S kompleks sayilarda bir yaricapli, 0 merkezli cember
olsun, yani § = {z : |z| = 1}.
(1) Asagida 1-1 iligki oldugunu gosteriniz.

(21.40) CS)={u:u:S—C} -{u:R—-C, wu(z+27)=u(z) VzeR}.

Coziim F : R > § — €™ ¢ S iizerine, siirekli ve 27 peryodludur. Cember
iizerindeki her noktanin ters gortintiisii,# € R olmak iizere, 4277 bi¢imindedir.
Bu fonksiyonlarin bilegkesi

(21.41) E*: C%S)— C'(R),E*f =foE

bire-bir fonksiyon tanimlar.
Problem 9.2 Asagida 1-1 iligki oldugunu gosteriniz.

(21.42)  L*(0,27) «— {u € L}, .(R),u.2x € L*(0,27)
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ve u(z+27)=u(r) VreR}\Np,

burada Np, her € R i¢in u(z + 27) = u(x) esitligini saglayan fonksiyonlarin
sifirims1 uzayini gostermektedir.

Coziim Bizim L?(0,27) tammimiz R iizerinde karesi integrallenebilir ve
(0,27) diginda sifir olan fonksiyonlar seklindedir. Simdi boylesi bir u fonksiy-
onu verildiginde onu (21.40) sag tarafindaki bir fonksiyona sifir olacak sekilde
ve peryodluk iligkisi

(21.43) wu () =u(zr —2nmw),n €Z

kullanarak genisletiriz.Yukarida Vo € R i¢in n,  — 2nm € [0,27) olacak
sekilde secilir. Burada sifirimsi fonksiyonlar sifirimsi fonksiyonlara giderler
ve 0 noktasinda fonksiyonun degerini degistirme u fonksiyonunu sifirimsi
bir fonksiyonla degistirir. Bu (21.42) daki gibi bir fonksiyon verir. (0,2m)
kisitlamasi 2-tarafli ters’tir.

(3) L*(S), (19.30) min sol tarafindaki uzay1 gosteriyorsa bir

(21.44) C°(S) — L*(S)

yogun doniigiimiin oldugunu gosteriniz. Buradaki fikir S tizerindeki fonksiyon-
lar R de 27-periodik fonksiyonlar olarak diigtiniilebilecegi hakkindadir.
Coziim Ik fonksiyon ve ikincisinin tersinin bilesimi aramlan gomme déniigiimidiir. (0, 2m)
araligimim son noktalarinda sifir olan siirekli fonksiyonlar L?[0,27] uzayinda
yogun olduklarindan, yogunluk elde edilir. Dolayisiyla S fonksiyonlarini gercel
sayilar tizerinde 27- peryodlu fonksiyonlar olarak diigtinebilirz. Bunun tersi de
dogrudur.
P9.2: Schrodinger operator Asagidaki 6rnegi ele alalim.

d2
(21.45) — % +V(z)u(z) = f(z) =z €R,
(1) 6nce V. = 1 alahm. Neden V = 0 almiyoruz? Sona kadar bunu

yanitlamaya ¢aligmayin?
2
Cozim V = 1 veya herhangi pozitif bir sabit almamizin nedeni % =0
denkleminin peryodik ¢oziimlerinin bir boyutlu, yani- sabitler- olmasindandir.

(2) f(z) € C(S) gergel sayilarda 2m-periodik fonksiyonlar olmak tizere

d*u(x)
dzx?

(21.46) — +u(x) = f(z) zeR,



denkleminin ¢6ziimiint hatirlaym. R de (19.33) i saglayan iki kez tiirevlenebilen
ve ikinci tiirevi siirekli olan 2m-periodlu tek bir tane u fonksiyonunun oldugunu
kanitlaymiz ve bu ¢oztim

(2147) u(z) = (Sf)(x) = / Al ) (y)

(0,27)

olarak yazlabilir, burada A(z,y) € C°(R?) ve her z,y € R i¢in A(z + 27,y +
27) = A(x,y) saglanir.

Ipucu: Once pedodiklik kismimi yok varsayarak ¢oziim bulunuz. Bunu yap-
mak icin, igerilen denklemin diferansiyel operatorii faktorize edilebilir. Kargilikli
terimler yok olacagindan,

_du , d*u(r)

1se -

du dv(x)
dx v dz?

21.48
(21.48) v I

+u(z) = —

+ v

denklemine bakalim. Integrating faktorleri gormek icin asagidaki denklemi ele
alalim.

du B do

—_ — e Pp=pe°

. u=-=e I e "u
(21.49)

dv dy

- — o T _ T (I) — o7 .

I +v=e iz’ e ‘u

Iki kez integral alarak denklemi goziiniiz ve boylece (21.46) deki diferensiyel
denklemin bir ¢oziimiinii bulunuz. Bunu iki kath integral biciminde acikca
yaziniz ve integrallerin yerini degistirerek ¢éziimii, A’, R x [0, 27| siirekli olmak
uzere

(21.50) u’(:z:)/02 Al(z,y) f(y)dy

bigiminde yazimiz. u'(27) — «'(0) ve %(27‘(‘) - %(O) farklarini f’yi iceren in-
tegraller formunda hesaplayimz. Ve v« yi homojen denklemin ¢oziimii olarak
ekleyiniz, f = 0 i¢in c;e” 4+ cee™® dir, dolaywsiyla (21.46) min yeni ¢oziimii
u(2m) = u(0) ve 2£(27) = 24(0) ifadelerini saglar. Simdi w'nin (21.47) for-

dx
munda oldugu gibi verildigini kontrol ediniz.
Cozum Bir kez daha integral alarak , eger v = 2—; — u ise

(21.51) wv(z)=—e" /x e*f(s)ds,u'(z) = €” /Ox e to(t)dt



bize —%4—2/ (z) = f(x) denkleminin bir ¢6ziimiinti verir.Bu ikiliyi birlestirip,integral
alma sirasini degistirerek,

2152) W) = [ A )y A =172 - )
0
!/ . / o 1/2(6y71 - 67y+x)7x Z y
v = [ A e ={ 2
A, x = y boyunca sifir oldugundan,A’ siireklidir. Bu,sifir’da, tiirevi ile

birlikte sifir olan tek ¢oztimdiir. Eger bu ¢oztimii periyodik olarak genigletmek
istersek, homojen denklemin bir ¢oztimiinii eklemeli ve gerekli diizenlemelerle,

(21.53)u = u" u" = ce® + de™*, u(0) = u(27), v’ (0) = u'(27)
Simdi gerekli hesaplar yapilarak,

st = [ @), Goen = - [ 1ze et i)

(21.55)c(e*™ — 1) +d(e > —1) = —u'(27), c(e’ —1) —d(e *" = 1) = —d—w(%)

(e —1)c = 1/2/O ﬁ(e%’yf(y), (e —1)d = —1/2/0 ﬂ(ey””f(y)

Burada bulduklarimizi yerine koyarak,

627r—y+:c N
1

(21.56)u(z) = /

0,27

Az, y) f(y)dy, Az, y) = A'(z,y) = 1/2

6271' _




(3) Dogrudan ya da dolayh olarak A(x,y) = A(y, z) ve A'nin gercel oldugunu
gosteriniz.

Coziim Simdi, buradan (21.56) elde edilir.

(4) S opertoriiniin L?(S) de siirh bir operatére genisletilebilecegi goriiriiz.

Coziim ||S|| = v2msup|A.

(5) Asagidaki ifadeyi dogrulayiniz.

(21.57)  S(e*) = (K* + 1) 'e*™ k€ Z.

Coziim Sf periyodik smir kosullarim saglayan tek coziimdiir. e** smir
degerlerini ve f = (k? + 1)~'e’* denklemini saglar.

(6) Az onceki sonugu kullanarak ya da birbagka sekilde S’'nin L?(S)min
eslenik kompakt operator oldugunu gosteriniz.

Coziim Ozesleniklik ve kompakthk (21.57) den elde edilir.Ciinkii ™ /v/27
bir ortonormal taban’dir. Bu nedenle S operatoriiniin 6zdegerleri sifira yakinsar.

(7) g € CO(S) ise S¢’nin iki kez siirekli olarak tiirevlenebilir oldugunu gosteriniz.
Integralin deferansiyelini alarak iglem yapiniz.

Cozim Sf siireklidir.u’ + «” tammmlayan formiile geri gidersek, her iki ter-
imin de iki kez tiirevlenebilir oldugunu goriiriiz.

(8) F, L2(S) de tammli, 6zdegerleri (k2 4+ 1)~ olan eglenik kompakt olmak
tizere S = F? oldugunu gosteriniz.

Coziim F(e**) = (k? + 1)7'/2¢™* tamimlayalim. Yukaridaki bicimde kom-
pakt ve 6zeslenik oldugu gosterilir.

(9) F: L*(S) — C°(S) oldugunu gosteriniz.

Cozim S'f vektoriinii tanimlayan seri

(QL58) S5f(x) = 5= S (K + 1))
k

mutlak ve diizgiin yakinsaktir,6rnegin Cauchy esitsizligini kullanarak, sup
normunda Cauchy oldugunu agagidan ogrenebiliriz:biiyiik p sayilar: i¢in

(21.59) || Y (K + 1)72(f,e*)e™ || < e |12
|k|>p
elde ederiz, ¢linkii 6zdegerlerin karelerinin toplami sonludur.
(10) (21.45) deki gergel esitlige gidelim ve V'nin siirekli, gergel degerli ve 27
periodik oldugunu varsayalim. w iki kez tiirevlenebilir, 27 periodik ve verilen
bir f € C°(S) igin (21.45) saglaniyorsa;

(21.60) w+S((V —1u) =Sf veboylece u=—F*((V —1)u)+ F>f
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oldugunu gosteriniz ve
(21.61) v e L*S) ve v+ (F(V—1)F)v=Ff olmak iizere u= Fv

oldugu sonucuna variniz, burada V' — 1, V' — 1 ile carpilmasiyla elde edilen
operatordiir.
Coziim Eger u, (21.45) denklemini sagliyorsa,

- ) = V(@) Dule) + ()

saglanir. Peryodsal siir kogullarini saglayan c¢oziimlerin tekliginden, u =
—S(V —1Du+ Sf ve buradan da u = F(—F(V — 1)u + F f) buluruz.Dolayisi
ilev=—F(V —1)u+ Ff olmak iizere v = Fv vardir. Bu ise v’nin

(21.62)

(21.63) v+ F(V —1)Fo=Ff

sagladigini verir.
(11) Tersine, v € L*(S)

(21.63) v+ (F(V-1)F)V = fF, fecS)

ifadesini saghyorsa u = Fwv, 27 periodik, R de iki kez tiirevlenebilen bir
fonksiyondur ve (21.45) yi saglar.

Coziim Eger,v € L*(0,2m) ve (21.45) denklemini saghyorsa u = Fv € C%(S),
u+ F2(V — 1)u = F2f denklemini saglar. Ustelik F2 = S, C'(S) uzaym iki
kez stirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar uzayina gotiirdiigiinden, u fonksiyonu
(21.45) denklemini saglar.

(12) Spektral teoremi F(V — 1)F’e uygulaymiz ve her C \ {0} i¢in

(21.65) v+ (F(V-1)F)v=g, g¢&L*S)

nin her g € L?(S) icin tek ¢oziimiiniim olmasi igin gerekli ve yeterli kogulun
her j igin A # \; olacak bigimde |\;| — 0 ifadesini saglayan R \ {0} de bir \;
dizisinin oldugunu gosteriniz.

Coziim F(V —1)F ozeslenik ve kompakt oldugundan, L?(0,27) 'nin F(V —
1)F operatoriiniin 6zfonksiyonlarindan olugan bir ortonormal tabani vardir.
Bu dizi sifira yakinsar. Ve sifirdan farkli karmagik say1 A’'nin ¢o6ziim olabilmesi
icin gerek ve yeter kosul onun izomorfizma, yani-eger A # A; ise A\, F(V —
1)F'nin 6zdegeri degildir.



(13) Her \; icin
(21.66) MNv+ (F(V-1)F)V =0, veL*S)

denkleminin ¢oztimiiniin R de siirekli 27 periodik oldugunu gosteriniz.

Coziim \; # 0 i¢in v eger (21.66) denkleminin ¢6ziimii ise, v = —F(V —
DF)V/X; € C'(S) dir.

(14) (21.66) de v’yi saglayan fonksiyona kargihik gelen v = Fv fonksiyonunun
ikinci tiirevi siirekli, R de 27 periodik ve

2
(21.67) — % +(1—s;+s;V(z))u(zr) =0, s;= 1

esitligini sagladigini gosteriniz.

Coziim v = Fv, u = —S(V — 1)u/\; saglar.Dolayisiyla, iki kez siirekli
tiirevlenebilirdir ve (21.67) denklemini saglar.

(15) Tersine, u sifira esit olmayan, nin ikinci tiirevi siirekli, 27 periodik
fonksiyon,

2
(21.68) — % +(1—s+sV(x))u(x) =0, seC

ise baz1 j ler icin s = s; oldugunu gosteriniz.

Coziimu = —S5(V —1)u/\; denkleminin periyodik ¢éziimlerinin tekliginden
daha onceki gibi elde edilir.

(16) (21.45) denklemi i¢in Fredholm alternatifi’'nin dogrulugunu gosteriniz.

Teorem 16 Gergel sayilar iizerinde tanimh ve gergel degerli siirekli 27 pery-
odlu V' fonksiyonu igin ya (21.45) siirekli ve 27 peryodlu her f icin yine 27
peryodlu, iki kez siirekli tiirevlenebilen tek bir ¢oziime , veya

d*w(x)
dzx?

homojen denkleminin sonlu boyutlu, iki kez siirekli tiirevlenebilir fonksiy-
onlardan ve 2m-peryodlu fonksiyonlardan olusan ¢6ziim uzay1 vardir. (21.45)
denkleminin ¢6ziimii olmasi i¢in gerek ve yeter kogul (21.69) denkleminin her
27- peryodlu ¢oziimii w igin f(o,%) fw = 0 saglanmasidir.

Cozum Bu yukaridaki A\; = 1 olan 6zel duruma karsilik gelmektedir. Eger
Aj ,—F(v—1)F in 6zdegeri degilse,

(21.69)

+V(z)w(x) =0,z € R

(21.70) v+ F(v—1)Fv=Ff
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denkleminin her f igin tek ¢oziimii vardir, ¢iinkii aksi durumda gerekli ve
yeterli kosul v' + F(V — 1) fv" = 0 denklemini saglayan her v’ i¢in (v, F'f) =0
olmasidir. Dolayisi ile ya her f igin (21.45) biri¢ik ¢6ziime sahip olacak veya
her w = Fv' saglayan her w i¢in (Fv/, f) = 0 saglanacaktir.( Burada F' nin
bire-bir ve (21.69) sagladigim unutmayiniz.

Yukaridan, Schrodinger operatoriiniin tiim 27 peryodlu 6zfonksiyonlarini an-
layabiliriz.()nce, —% ifadesine 1 eklemede ilahi bir sey olmadigini belirtelim,
hakikaten herhacrlngi bir pozitif sabit ekleyip, benzeri sonugu elde edebiliriz. 0 ile

ilgili problem —%-3 = 0 homojen denklemini saglayan sabitlerdedir. Gergekten

kanitladigimiz sey;

d?u

dx?
operatoriiniin iki kez siirekli tiirevlenebilen fonksiyonlar uzay1 tizerinde sol
tersinir olmasi veya

(21.71) v — Qu=—-=u+Vu

_du

dx?

denkleminin sifirdan farkh bir ¢éziimii olmasidir, bu sol ters R = F(Id +
F(V—1)F)~'F dir.Bu operator kompakt ve 6zeslenik’tir. Burada hala yapilacak
cok i vardir.Ornegin,Q operatorinin iki kez tiirevlenebilir 6zfonksiyonlary
yani Qu = 7u denkleminin ¢oziimleri Ru = 7~ 'u denkleminin sifirdan farkh
¢ozumleridir.

(21.72) denkleminin sifirdan farkli ¢éziimii 09ldugunda ne yapilmalidir? Bu
durumda bu ¢oziimler uzayinin sonlu boyutlu oldugunu ve L?(S) uzaymm orto
tiimleyeninde ¢aligarak ayni sonucun dogru oldugunu gosteriniz.

(21.72) u+Vu=0
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