MIT Acik Ders Malzemeleri

http://ocm.mit.edu

Bu materyallerden alint1 yapmak veya Kullanim Kogullar1 hakkinda bilgi al-
mak i¢in http://ocm.mit.edu/terms veya http://tuba.agik ders.org.tr adresini
ziyaret ediniz.

18.102

Introduction to Functional Analysis

Bahar 2009

Prof.Dr.Richard Melrose



18.102 Fonksiyonel Analize Giris Bahar Donemi 2009
SINAVA HAZIRLIK PROBLEMLERI

(not:bu kisim orjinal metinde iki kez tekrar edilmistir.)
P1.H i¢garpimu (.,.) olan bir Hilbert uzay1 olsun. B ise her ¢;,¢; € C ve H
uzayindaki u, uy, ug, v vektorleri igin

(27.1) B(ciug + coug) = c1B(uq,v) + caB(uq,v), B(u,v) = B(v,u)
saglayan,

(272) HxH —C

bir diger sesquilinear form ise, B'nin ||(u,v)|| = ||u||g + ||v||g normuna gore
H x H uzayinda stirekli olmasi icin gerek ve yeter kogulun siirlilik oldugunu,
yani, bir C' > 0 sabiti igin

(27.3)  [B(u,v)| < Cllullullv][x

oldugunu gosteriniz.

P2. Iki (farkli olabilecek) Hilbert uzayr Hy, Hy arasindaki 7' : Hy — H,
doniisiminin kompakt olmas1 H; uzayimin birim yuvarinin 7" altindaki izinin
onkompakt olmasidir. A : H; — Hy bire-bir ve Orten siirekli bir doniigiim
T : Hi — H, kompakt ise,kompakt K : Hy — H; ve T = KA saglayan K
doniigimiiniin varligini gosteriniz.

P3. P C H sifirdan farkli bir altuzay ise her u € H vektoriiniin v € P,v' L P
olmak tizere

(27.4) u=v+

biciminde tek bir ayrigiminin oldugunu ve 7p : © — v € P doniisiimiiniin

(27.5) (mp)* =mp, (7p)* =7 ||7pllBa)

sagladigini gosteriniz.

P4.R tizerinde tanimli ve negatif olmayan basamak fonksiyonlar1 f; dizisi
> j [ f; < oo anlaminda mutlak toplanabiliyorsa, (a,b) arahgindaki her z i¢in
> fj(x) serisinin 1raksak olamiyacagini gosteriniz.



P5. sabit her N sayisi i¢cin A; C [N, N] C R olmak iizere A; kiimelerinin
karakteristik fonksiyonlar1 x; integrallenebilir olsun.

(27.6) A=[]4,

kiimesinin karakteristik fonksiyonunun intergallenebilir oldugunu gosteriniz.

P6. ¢; >0, C = —4 + 1 yaratihg doniigiimii olmak tizere ¢; = ¢;Cie=""/2
fonksiyonlar1 L?(R) uzayinin , ayni zamanda harmonik osilatoriin 6zfonksiyonlar:
da olan,ortonormal tabani olsun. L?*(R) uzay1 iizerinde

(27.7) Au=Y (2j+1)72(u, e;)r2¢;
=0

dontigimiini tanimlayalim.

1) A dontigiimiiniin L?(R) uzay tizerinde kompakt oldugunu gosteriniz.

2) Eger V € C° (R), R iizerinde gercel degerli, sinirli ve siirekli ise, V', L*(R)
iizerinde ¢garpma doniigiimii olmak tizere, K = AV A doniisiimiiniin 6zdegerleri
7;, ozfonksiyonlar1 v; hakkinda neler soylenebilir?

3)Eger C' > 0 sabiti yeterince biiyiik bir sabit say1 ise Id + A(V + C)A
doniigiimiin tersinir ve tersinin de L*(R) {izerinde simirh oldugunu gosteriniz.

4)L*(R) uzaymn J = A(Id+A(V+C)A)~ A doniigiimiiniin 6zfonksiyonlarindan
olugan bir ortonormal tabani oldugunu gosteriniz.

5) J doniigtimiiniin 6zfonksiyonlarimin

d*v;(z)
dx?
denklemini saglamalar1 i¢in ne géstermeniz gerekir?

6) Kareleri-integrallenebilir, iki kez siirekli tiirevlenebilir ve (27.8) denklem-

ini kimi \; € C sayilar i¢in saglayan fonksiyonlarin K doniigiimiintin 6zfonksiyonlar

olmalar1 i¢in ne kanitlamaniz gerekir?

P7. Bu soruda gecen seneki siav sorularini veriyoruz.

S1) Lebesgue Smirli Yakinsama Teoremini hatirhyarak eger v € L*(R) ve
v € L'(R) ise, Cy f(z) fonksiyonu

(27.8) — + 2%v;(x) + V(2)v;(x) = \v;

flx)>N i¢ in N,f(x) >N 1i¢ in N vediger durumlarda f(z)

(1) umwéw/" YML:QMmNam/”CNU—uP:O
lz| >N
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(1) limN_m/ lv| = O,ZimN_,oo/|C’Nv—v| =0
|z|>N

oldugunu gosteriniz.

S2. Basamak fonksiyonlarimin L*(R) ve L!'(R) uzaylarinda yogun olduk-
larin kanltlaylmz.(ipugu:Yukarldaki S1 e bakarak f — fn,Fny = CnfX[-NN]
ve bunlarm karelerini diisiiniin. Gostermeniz gereken L? uzaymda fy fonksiy-
onunun basamak fonksiyonlarinin limiti oldugudur. Eger g,, fonksiyonlar1 L'
uzaymda fy fonksiyonuna yakinsayan basamak fonksiyonlar: ise L? uzayinda
Cnfx-n,n dizisi fy fonksiyonuna yakmsar).Ve eger f € L'(R)ise, g € L*(R)
ve bir basamak fonksiyonlar1 dizisi u,, i¢in |u,| < g olmak tizere u,, — f vardir.

S3.L*(R) ve L*(R) uzaylarmin ayrik, yani, sayilabilir ve yogun altkiimeleri
oldugunu kanitlayimiz.

S4. Yerel olarak integrallenebilir olan iki fonksiyonun mimimum ve maksi-
mumunun da yerel olarak integrallenebilir oldugunu kanitlayiniz.

S5.R kiimesinin bir altkiimesinin (Lebesgue) 6lgiilebilir olmas1 bu kiimenin
karakteristik fonksiyonunun yerel olarak integrallenebilmesi ile tanimlanir. Sayilabir
¢oklukta Olgiilebilir kiimenin birlesimin de 6lgiilebilir oldugunu kanitlaymiz. (ip
ucu: iki kiime ile baglayimz).

S6.L>°(R) uzay1 smirh ve yerel integralenebilir fonksiyonlarin uzay: olarak
tamimlanir. Eger N, C L>*(R) dl¢iimii sifir olan bir kiimen,n tiimleyeninde
sifir olan fonksiyonlarin kiimesi ise

l|u + Neol|ze = infren,, Supzer|u(x) + h(zx)]

ifadesinin L*((R)) = L>®(R)/Ny uzay1 iizerinde norm oldugunu gosteriniz.
S7. Eger u € L®(R), ve v € LY(R) ise uv € L'(R) oldugunu ve

| [ ol < Nl ol
oldugunu kanitlayimiz.
S8. Her u € L*(R) fonksiyonunun her z € R icin T,u(z) = u(z — 2) € L*(R)
ozelligini ve
(5) limyp / T — uf? = 0

sagladigini gosteriniz.



S9.u;, L*(R) uzay1 iginde bir Cauchy dizisi ise (1) ve (5) esitliklerinin j
iistlinde diizgiin olduklarin1 gosteriniz.Yani verilen € > 0 i¢in 6yle 6 > 0 bul-
malisinizki

(6) /|Tzuj < e,/ |2 < €, ¥]2| < 6,V
l2|>1/5

saglanmalidir.

S10. L*(R) iginde 6yle bir dizi bulunuzki (6) da diizgiinliik saglamasin.

P8 Gegen seneki ikinci sinav sorulari.

(1) d*/dx? i¢in Dirichlet problemini derslerden ammsayarak Neumann prob-
lemi olarak taninan problemin L?([0, 1]) uzay1 igin ortonormal ve tam bir taban
teskil eden ve hepsi de

2y v, v, v,

(9T st v e 0,1, T = Do) = 2

denkleminin 6zfonksiyonlar1 olan 1, € C? fonksiyonlar1 bulunuz.Bu smifta
yaptigimiz Dirichlet probleminden biraz daha zor bir sorudur. Bunun nedeni
ise normu 1 fakat v = 0 i¢in bir 6zfonksiyon olmasidir. Bu giicliigi yenmeniz
i¢in kimi ara adimlar veriyoruz:

(*) denkleminin o 6zdegerinin 6zfonksiyonu nedir?

Bu fonksiyon tizerine olan ortogonal projeksiyon doniigiimii hangisidir?

Bu fonksiyonun dikine olan ortogonal projeksiyon doniigimii hangisidir?

Simdi de hayati ipucunu verelim: B simifta igledigimiz doniigiimii,

(1)=0

<ﬂ><Bﬂm>=AQx—$ﬂ@w=o

olmak iizere Ay = B — By, By iz uzay1 sonlu boyutlu olmak tizere integral
doniigiimiini bulunuz. Burada v = Axf iki kez siirekli tiirevlenebilen ve
fol u(x)dr =0, Ayl =0 ( 1 sabit bir fonksiyonunu gostermektedir).

! d*u du du
(+2) /0 fle)dr =0 052 = fava € 0,1], 74(0) = T4(1) =0

Ay doniigiimiini kompakt ve 6zdevrik dontigim oldugunu gosteriniz.

Ay dontigimiiniin spekturumunun gekirdegini bulunuz ve aranilan sonuca
hitkmediniz.

(2) L*(]0,1]) uzaymmn biri yukarida buldugunuz, digeri smifta bulunan iki
ortonormal tabaninin bir degisken degisimi yapilarak
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L*([0,7]) i¢in de bir ortonormal taban verecegini kanitlayimiz.

(3) L3([—m, m]) uzay1 icin bir ortonormal taban bulunuz. Bunu goyle yapa-
bilirsiniz. Her vektorii tek ve ¢ift kisimlarima ayirarak, bunlar [0, 7] araligina
kisitlayin.Sonra yukaridaki Neumann tabanini ¢ift kisimlara, Dirichlet tabanini
ise tek kisimlara uygulayiniz.

(4) Fourier serilere iligkin temel teoremi kanitlayimiz. Bu teorem L?([—, 7])
uzayimdaki her v fonksiyonunun, her £ € Z ic¢in tek bicimde tamimh ¢, € C
igin L?([—, 7]) uzayinda yakisayan

u(z) = cheikm
keZ

saglandigini verir. ¢ sayilari i¢in integral formiilleri veriniz.
P9. B € C([0,1]?) iki degigkenin siirekli bir fonksiyonu olsun.

Tu(z) = /[ By

integral doniigiimiiniin neden L'([0,1]) — C([0, 1])uzaylan arasinda sirh
dogrusal bir déniigiim oldugunu ve buradan da L?([0, 1]) iizerindeki simirhhigim
aciklayiniz.

(a) T doniigimiintin neden L?([0, 1] uzay1 tizerinde simirh bir doniigiim olarak
iizerine olmadigini aciklayimiz.

(b) 1d — T déniigiimiiniin sifir uzayr N C L?[0, 1] nin neden sonlu boyutlu
oldugunu aciklaymiz.

(c) N c C([0,1]) agiklaymmiz. (d) Id—T dontigimiint L*([0, 1] uzay1 igindeki
izinin neden kapali oldugunu agiklayimiz.

(e) R uzaymin dikinin C([0, 1]) altuzay1 oldugunu agiklayimz.

P10. ¢ : N? — C karmagik sayilardan olusan sonsuz bir matris ise ve
agagidaki

00
E Cij < 00

ij=1
saglanmakta ise ve eger e; ayrik olmasi gereken H Hilbert uzayinin ortonor-
mal bir tabani ise agagidaki bicimde tanimlanan

o

Au = Z cij(u, e;)e;

ij=1



dontigimiiniin H iizerinde kompakt bir doniigiim oldugunu kanitlayiniz.



