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1. PROBLEM 1

H, i¢ ¢apm (.,.) ve normu ||.|| olan bir Hilbert uzay1 olsun. Bir u, dizisine
zayif yakinsar denir eger her v € H igin (u,,v), C de bir Cauchy dizisi ise.
(1) |lun || nin neden smirl oldugunu agiklayimiz.
Cozim: Her n icin H da

(A1) Th(uw) = (v,un), [Tl =, Tn:H—C

dogrusal dontisiimi tanimlanir.

Sabit bir v i¢in T},(v) dizisi Caucyh ve dolayisiyla C de simirhidir. ” Diizgiin
Yakinsama Prensibi geregi” ||75,|| smurl, ve boylece ||u,||, R de smirhdir.

(2) Her v € H igin (uy,,v) — (u,v) olacak bigimde bir v € H nin varhgim
gosteriniz.

Cézim: Her v € H ig¢in (v,u,), C de bir Cauchy dizisi oldugundan wu,,
yakinsaktir.

(A2) Tv= lim (v,u,)

n—oo

diyelim. 7T,

(A.3) T(civr + cvg) = lm ¢ (v, uy) + ca(ve, u) = 1 Tv1 + c2Tvy
oldugundan dogrusaldir ve [Tv| < C'[jv||, C = sup, ||u,|| oldugundan siirhdur.
Riesz toreminden T'v = (v, u) olacak bigimde bir v € H vardir. T’nin tanimindan

(A4) (up,v) — (u,v) Yve H

dir.

(3) e; ortonormal taban ise, H zayif yakinsamayan fakat her j icin (u,, €;)
yakinsayan bir dizi 6rnegi veriniz.

¢oziim: u, = ne, olarak tamamla. Her i > n i¢in (u,, ;) = 0 dolayisiyla 0’a
yakinsar. Ayrica ||u,|| smirh degildir, dolayisiyla zayif yakinsak olamaz.

(4) e; ortonormal taban, ||u,| smirl ve her j icin (u,,e;) yakinsak ise w,
zayif yakinsar.



Coziim:Her j igin (uy,, ;) 'nin yakimakhgimin varsayimimdan dolay: her v igin
(un,v) yakinsaktir ve e; lerin sonlu dogrusal kombinazasyonudur. Genel v igin,
e; ortonormal tabanina gore, v i¢in Fourier-Bessel yakinsamasindan

(A5) v= Z(U, ex)er-

k

Bu, vy 'ler e; ler tarafindan gerilen uzaydadir ve v, — v dir. Cauchy esitsizliginden

(A.6) [(un, v) = (U, V)| < [(Un, v) = (i, Vi) + [(Un, v = Vk)[ + | (U, 0 = 0)]

Verilen € > 0 igin ||u,|| siirh oldugundan, yeterince biiyiik & igin, son iki
terim €/4 den kiigiik yapilabilir. k, Ilk terimi €/4 den kiigiik olacak bigiminde
se¢ilmesi durumunda, (u,,vy) yakinsar. Bu (u,,v) dizisinin C de Cauchy ve
boylece yakinsaktir.

2. PROBLEM 2

f € £Y0,27) fonksiyonu

Ck = / f@)e ™ keZ
(0,27)

olmak tlizere

Z lex]” < 00

kEZ

kogulunu saglasin. f € £2((0,27)) oldugunu gosteriniz.

Cézim: Bu birazak zor. Oncelikle, e~ siivekli, fe=** ¢ £((0,2r))
oldugundan f € L£((0,27)) ve 3, |cx|* kosulunun saglanmasmdan Fourier
serisi L%(0,27) de yakinsar dolayisiyla

1 ikx
(A1) g= o che

fonksiyonu tanmimlanir. f = ¢ h.h oldugunu gostermek istiyoruz. Bu durumda
f € L£2(0,27) olacaktir.

L2 C LY(0,27)) oldugundan h = f — g € LY((0,2n)) dir. (A.1) den dolay:
f ve g nin Fourier katsayilar: aynidir ve boylece

(A.2) / h(x)e** =0 Vk € Z.
(0,27)

3



Simdi ~ = 0 h.h oldugunu gostermeye gereksinimimiz var. Onceki dersden
araliklarin uclarinda sifir olan siirekli fonksiyonlarda supremum normuna gore
eksponensiyel’lerin yogun oldugu gosterilmisti. Bu bi¢imdeki siirekli g fonksiy-
onlar i¢in integrallerin siirekliliginden,

A. =
(43) /(0’2W)fg 0

oldugunu biliyoruz. Bazi noktalarda herhangi bir araligin karakteristik fonksiy-
onu Y; na yaklasan siirekli fonksiyonlarin dizisinin oldugu gosterilmisti. Bu
yakinsama diizgiin degildir, fakat herhangi bir integrallenebilir fonksiyon h
icin, £' de hg, — hx;. Dolayisiyla (A.3) den

(A.4) / hg =0 her basamak fonksiyon ¢ icin.
(0,2m)

Hiinerden dolay1 (A.4) den h = 0 h.h oldugunu gostermektir. f(0,27r) |h] =0
oldugu biliniyorsa bu elde edilir. Dolayisiyla ama¢ bu olsun. Hiiner: ¢ €
L' oldugundan h.h ve L'((0,27)) de h, — g olacak bigimde h, basamak
fonksiyonlar1 vardir ve |h,| — |h,| (h.h ve L1((0,27))).

(A5) hp(x) =0 icin s,(x) =0, diger durumda s,(z) =

olarak tanimlansin. s, nin simirli basamak fonksiyonlarin dizisidir ve s,h, =
|hn| dir. Asagidaki giizel esitlige bakalim:

(A.5) - [h(@)| = [h(2)] = [hn(2)] + 80 (2) (hn(x) = h(2) + 80 (2) ().

Bu esitligin integralini alarak

s [ = B@I @) [ @

(0,27)

< [ @I+ [ -0
(0,2m) (0,27)

Buradan |s,| < 1.
Bu i = 0 h.h. Dolayisiyla f = g ve f € £2((0,27)).

3. PROBLEM 3



x igareti + ve — igaretlerini gostermek tizere

h.2 = {C:N—>C,Zj*4|cj|2 < 00
j=1
olarak tanimlansin. h.o nin Hilbert uzay1 oldugunu ve baz C' ler i¢in

T:hy—C, [Te] <Clcll,,

kosulunu saglayan fonksiyonelin d : N — C, d € h_5 olmak {izere

Tec= i Cidi
j=1

bi¢iminde oldugunu gosteriniz.
Céziim: hyo'nin Hilbert uzay1 oldugunu gostermek icin /2 nin kendisini kul-
lanacagiz. Asagidaki fonksiyonu ele alalim.

(Al) (T*Cj = ij*Q.
h.o’'nin hakkinda birgey bilmesekte bu birebir 6tendir ve

(A.2) e

Ayrica dogrusaldir, buradan h, nin dogrusal oldugu elde edilir, ashnda, T, [?
iizerine isometik izomorfizmadir. Bu durumda h,s deki i¢ ¢carpim

(A3) (ed)le = ™.
j=1

her = 1T€lli2 -

ho'nin Hilbert uzayr oldugunu biliyoruz. Riesz Teoreminin herhangi bir
dogrusal fonksiyonel 7" : ho — C ye uygulan—irsa

(A4) Tc=(c,d)n, = Zj4cjd_;-, d € hy.
j=1

Simdi d’ € hy ise d; = j*d;, h_5 de bir dizi tammlar. Yani

(A5) Y i =Y | < o

J J
Bunu (A.4)’ye yerlestirerek

(A6) Tc= Zdej, de h_g

J=1

elde edilir.



