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l. Kollektif Davranig, Parcaciklardan Alanlara
LA Giris

Bu dersin ilk kisminin amaci, temel mikroskopik yasalarla, makroskopik boyutlardaki gézlemle-
nen olaylar arasinda kdpri olusturan istatistiksel mekanigin prensiplerini tanitmakti.

Mikroskopik Fizik buyUk miktardaki serbestlik derecesi ile karakterize edilir; mesela bir gaz-
daki parcaciklarin konum ve momentumlarinin kiimesi, {p;, ¢;}, bir miknatistaki spinlerin dizil-
imleri {3;}, veya blyik kanonik topluluktaki doldurma sayilari {n;}. Bu serbestlik derecelerinin
evrimi, temel bir Hamiltoniyen, H tarafindan belirlenir.

Makroskopik Fizik genel olarak, basing P, hacim V, sicaklik T', i¢ enerji E, entropi S, vb.
gibi, termodinamik yasalarina uyan bir kag denge durum degiskeni tarafindan tanimlanir.

Istatistiksel mekanik, bu iki alan arasinda olasilikla bir baglanti sunar. Mesela, 7" sicakligin-
daki kanonik toplulukta, sistemin her p mikro durumu p(u) = exp(—BH(n))/Z, B = (kgT) ™!
olmak Uzere, olasilikla ortaya ¢ikar. Toplam olasiligin birime normalize olmasini garanti etmek
icin Z(T')'nin 3°  exp(—BH(u))'ye esit olmasi gerekir. Sistemin makroskopik durumu ile ilgili
termodinamik bilgi, serbest enerji F = —kpT In Z’den elde edilir.

Yukaridaki plan, sadace bir kag basit sistem, cogu, dagilim fonksiyonu kesin olarak hesa-
planabilen etkilesmeyen pargaciklardan olusan, i¢cin tamamiyle uygulanabilir. Etkilegsmelerin bir
kisim etkileri bu kesin ¢éztimler etrafinda tedirgeme yapilarak dahil edilebilir. Ancak, goérece
basit olan milkemmel olmayan gaz icin bile, tedirgeme ydntemi, yogusma noktasi yakininda ise
yaramaz. Diger taraftan, tam da, etkilesmelerden kaynaklanan yeni fazlar ve 6zellikler makros-
kopik fizigi ilging kilar. Ozellikle su problemleri ele almak isteriz:

(1) Termodinamik limitte (N — o0), kuvvetli etkilesimler, maddenin yeni fazlarina sebep olur.
En basit sivi-gaz gecisini bir miktar inceledik, ancak kati, sivi-kristal, miknatis, stiper
iletken, vb. pek ¢ok ilging faz vardir. Temelde yatan pargaciklar arasi etkilesimlerden, bu
kadar farkl makroskopik davraniglarin ortaya ¢ikmasini nasil agiklayabiliriz? Bu makros-
kopik fazlar tanimlayan termodinamik degiskenler nelerdir; ve bunlarin blyik kitlenin
Olgulen tepki fonksiyonlarindaki (1s1 sigasi, alinganligi, vb.) izleri nelerdir?

(2) Sistemin, digtk enerji uyariimalarinin dzellikleri nelerdir? Katilardaki veya stper akigkan
helyumdaki fononlarda oldugu gibi, dislk enerji uyariimalari genelde, pek cok mikrosko-
pik serbestlik derecesinin (parcaciklarin) birlikte hareketini igeren kollektif modlardir. Bu
modlar, termal salinimlar ile rahathkla uyarilirlar, ve sacilma deneyleriyle dlgulebilirler.

Parcaciklarin etkilesimi icin yazilan temel mikroskopik Hamiltoniyen genelde ¢ok karisiktir ve
probleme, parcaciklardan baslayan temel (ab initio) bir yaklagimi altindan kalkilamaz bir hale
getirir. Yine de, bdyle pek ¢ok sistemin makroskopik davranisinda, istatistiksel mekanik metod-
lar ile verimli bir sekilde incelenebilecek ortak pek cok 6zellik vardir. Mikroskopik boyutta,
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parcaciklarin aralarindaki etkilesimleri ok farkli oldugu halde, pek gok pargacigin ortalamasini
aldigimizda, daha basit bir tasvirin ortaya gikmasi beklenebilir. (Merkezi limit kuraminin, pek
cok raslantisal deg@iskenin toplaminin basit bir Gauss dagihmi gdstermesini garanti ettigi gibi).
Bu beklenti, gercekten de, uzun dalga boylarinda ve uzun zamanlarda incelendiginde etkilesen
sistemlerin toplu davraniglarinin basitlestigi pek gok sistemde hakli ¢ikar. (Buna, bazen, sivi
denklemleri icin Navier-Stokes denklemlerine benzetilerek hidrodinamik limit denir.) Bu uzun-
luk ve zaman skalalarina uygun ortalama degiskenler artik kesikli pargacik serbestlik dere-
celeri degildir; yavas degisen sirekli alan/ardir. Ornek olarak, Navier-Stokes denklemlerinde
ortaya ¢ikan hiz alani, sividaki tek tek parcaciklarin hizlarindan oldukga farklidir. Dolayisiyla,
etkilesimli sistemlerin kollektif modlarini incelemek igin verimli ydntem Alanlarin istatistiksel
Mekanigi'dir. Bu sebeple, bu dersin programi:

e Amag: Maddenin durumlarini, toplu 6zelliklerini, ve bir fazdan bir bagka faza gecis
mekanizmalarini tanimlamayi ve siniflandirmayi 6grenmek.

e Araclar: Klasik alan kurami yontemleri; simetrilerin kullanimi, dogrusal olmayan durum-
lari tedirgeme kurami ile ele alma, ve renormalizasyon gurup (RG) metodu

o Kapsam: Malzeme ile yeterli aginaligi saglamak, béylece, faz gegisleri, bliyime olayi,
polimerler, stperiletkenler vb. konulardaki glincel literatiirli takip edebilirsiniz.

I.B Fononlar ve Esneklik

Esneklik kurami, bir alan kuraminin en basit 6rneklerindendir. Esnek bir ortamin belirli 6zellik-
lerinin, ya ilk prensiplerden baslayarak karmasik yéntemle, ya da ¢ok daha basit olan prob-
lemin simetrilerini kullanarak nasil elde edebilecegimizi gbsterecegiz. Bu yénden, olgusal
yaklagimlarla ne kadar 6grenebilece@imizin bir protopitidir. Gergek 6érnegin, bu derste igle-
yecegim konularla pek fazla ilgisi yoktur, ancak, kullanilacak metodolojiyi tamamen gdsterir.
Bir katinin, distk sicaklik isi sigasinin hesaplanmasi problemi, hem temel (ab initio) hem de
olgusal ydntemlerle incelenebilir.

(i) Temel (parcacik) yaklasimi: Bir kati maddenin isi sigasinin temel ilkelerden hesaplanmasi
gayet karigiktir. Bazi adimlari kisaca tarif edecegiz:

e Temel baslangig, yogunluk fonksiyoneli formilasyonu (misal) ile yaklasik olarak ele alinabilen,
elektron ve iyonlar igin Schrédinger denklemidir. Onun yerine biz, kendisi de kuantum mekanik-
sel bir inceleme sonucu elde edilmis olabilen, iyonik koordinatlar igin bir gok pargacik potansiyeli
ile baslayacagiz, V(¢1, @, -+, qn)-

¢ Sifir sicakliktaki ideal ag konumlari, V’nin minimumu ile bulunur, ve tipik olarak ¢*(I,m,n) =
[la + mb + né| = ¢& agini olusturular, burada 7 = {¢,m,n} tam sayilardan olugan bir t¢li ve a,
b, ve ¢ birim vektorlerdir.

e ideal konumlar etrafindaki (sonlu sicaklik veya kuantum etkilerden kaynakl) kiiciik salinimlar

2 www.acikders.org.tr



istatistiksel Mekanik l%( Ders Notlari

g7 = q= + u(r) olarak alinarak dahil edilir. Potansiyel enerjideki deformasyonlarin bedeli:

82
V= v*+f > B

S an " (Pua) + O(w) (1)

7,7

o, B

ile ifade edilir, burada « ve 5 uzamsal bilesenleri temsil eder. (V’nin denge konumlarindaki
birinci trevinin sifir olduguna dikkat edin.) Kiclik deformasyonlar i¢in tam Hamiltoniyen, den-
klem I.1°e, >, o (7)?/2m, pa(r), ua(F)'a eslenik momentum olmak tizere, kinetik eneriji ifadesi
eklenerek elde edilir.

e Bir sonraki adim, tlrev matrisini kdsegenlestirerek, salinimlarin normal modlarini (fononlari)
bulmaktir. Temel durum dizilimleri diizgiin bir ag olusturdugu igin, bu matrisin elemanlari da
cesitli 6teleme ve déndiirme simetrilerini saglamalidir. Ornek olarak, sadece iyonlarin konum
vektorlerinin, 7 ve 7 farklarina bagh olabilirler:

0%V

_— = o F_ 7:‘/ |'2
0470005 3 s ) (-2)

Bu 6teleme simetrisi, Fourier modlarinin kullanarak, Hamiltoniyen'’i kismen késegenlestirmemize
olanak verir:

ua(7) = Y~ —=ua(k) (13)
(Toplamaya sadece ilk Brillouin bélgesindeki dalga vektéderi katki verir). Bdylece, Hamiltoniyen

R o L2 N (o ok (14)

m
koaﬁ

Fourier dénustirdlmis KQE(E) matrisinin tam ifadesi mikroskopik etkilesimlerle belirlendigi
halde, temelindeki kristalografik nokta grubunun simetrilerine uymak zorundadir. Bu 3 x 3
matrisin késegenlestiriimesinin, x,(k) 6z degerlerini verdigini varsayalim. Bu durumda,
Hamiltoniyen'’in kareli kismi, bir gurup bagimsiz (etkilesmeyen) harmonik salinicilara ayrisir.

e Son adim, her bir saliniclyr kuantumlamaktir, bunun sonucunda

H=V"+ Twa(k) (na(E) + ;) (1.5)
R

olur, burada w, (k) = 1/ ka(k)/m ve {ns(k)} doldurma sayisi kiimesidir. T' sicakligindaki orta-
lama enerji

E(T) =V + Y hwalF) <<na(12)> + ;) (1.6)

5
k,a
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Figure 1.1: Tek boyutlu bir zincirin kaymalari, ve kabalastirma

ifadesi ile verilir, burada temel istatistiksel mekanikten bildigimiz Uzere doldurma sayilari
(na(E» =1/ (exp (Z;’%) - 1) olarak verilir. Agikga E(T)’nin, ve diger makroskopik fonksiy-
onlarin, k. (k)dan dolayr mikroskopik detaylara bagh karmasik bir davranisi vardir. Bu
fonskiyonlarin mikroskopik detaylardan bagimsiz (6rn. T — 0 durumundaki fonksiyonel
baghhgi) 6zellikleri var midir? Cevap olumludur, ve tek boyutlu bir érnekle gosterilmistir. Tek
boyutta hareket edecek sekilde sinirlandiriimis, pargaciklardan olusmus bir zincir disinin.
Ortalama « araliklarindan w,, bozulmalari igin en genel kareli potansiyel enerii:

K K
V = V* + 71 Z(un-l—l - un)2 + 72 Z(un-l—Q - un)2 + - (|7)

n n

olarak yazilabilir. Normal modlar cinsinden ayirma

m/a , ,
Uy, = / %e_lk"au(k), burada u(k) = az etknay,, (1.8)

—m/a 2T

yazarak elde edilir. (Denklem 1.3’deki normallegtirmeden farka dikkat ediniz.) Elde edilen potan-
siyel enerji

K m/a dk dk: - - /
Y =V*+ N1 Z/ / o 27T eika _ 1)(€lk a _ 1)efz(k+k )nau(k)u(k/) 4. (1.9)
olur. ¥, e~ k+kIna — §(k 4 k") 27 /a esitligini kullanir ve u(—k) = u*(k) olduguna dikkat edersek:
1 (/e dk 9
V=Vt 2a/ 25 K1 (2~ 2coska) + K2 2c052ka) + - (k) (1.10)

elde ederiz. Normal modlarin, w(k) = /[2K;(1 — coska) + - --|/m olarak verilen frekanslari
asagida gosterilmisti. & — 0 limitinde, w(k) — wv|k|, burada ’sesin hizi' v, a\/K/m'e
esittir(asagiya bakiniz).
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>
0 nt/a

Figure 1.2: Dogrusal bir zincirdeki fonon modlarinin dagilimi

Bu uyarimlarin i¢ enerjisi, N parcaciktan olugan bir zincir igin:

- /ol hw(k)
E(T)=V"+ Na /ﬂ/a 2m exp(hw (k) /kpT) — 1)

(1.11)

olarak verilir.

T — 0 iken, sadece hw(k) < kpT olan modlar uyarilir. Dolayisiyla, uyariima dagihminin
sadece k — 0 olan kismi énemlidir ve E(T)
> dk hwlk| 72

E(T)=V* — =V — 2 .
=V +Na/_oo 21 exp(hwlk|/kpT) — 1 v +Na6fw(kBT) (112)

olarak sadelesir.

Not:

(1) Uyarilma enerijilerinin tam dagilimi

K(k)

K
5 :K1(1—Coska)+K2(1—0052ka)+---:>5142, k— 0 iken (1.13)

Uzak komsu etkilesimleri sesin hizini degistirir, ancak £ — 0 durumundaki dagihm bagin-
tisinin seklini degistirmez.

(2) IsisigasI C(T') = dE/dT, T ile orantihdir. Bu bagimlilik evrensel bir 6zelliktir, yani malze-
meye 6zel degildir, ve atomlarasi etkilesmelerden bagimsizdir.

(38) Enerjinin T2 bagimliigi, k& — 0(veya A — 0) olan uyarimlardan, yani pek ¢ok pargacik
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iceren toplu modlardan, kaynaklanir. Bunlar tam olarak da istatistiksel yaklagimlarin an-
lamli oldugu modlardir.

(ii) Fenomenolojik (alan) yaklasimi: Simdi, ayni probleme mezoskopik bir yaklasimin
ana hatlarindan bahsedecegiz, ve nasil ilave anlayis sundugunu ve daha yiiksek boyut-
lara basitce genellestirilebilecegini gosterecegiz.  DUsUk sicaklklardaki tipik uyarimlar
A > MNT) ~ (hw/kT) > a, a ag arali§i olmak (izere, olan dalgaboylarina sahiptirler. Onemsiz,
kisa dalgaboylu modlari kabalastirma olarak bilinen bir iglemle ortadan kaldirabiliriz. Fikir,
herhangi bir nokta = ve a« < dx < A(T) olacak sekilde etrafinda bir aralik distunin (Fig
[.1). dz’in iginde tim kaymalar yaklasik olarak aynidir; ve ortalama bir bozulma alani u(x)
tanimlayabiliriz. ~ Kinetik enerji, p = m/a yogunluguna p [ dzu(z)?/2 ile baghdir. wu(z)in
surekli bir fonksiyon olarak muamele edildigine dikkat edin, ancak ag araligi «’dan daha kiguk
mesafelerde kesinlikle bir degisimi yoktur.

Zincir icin en genel potansiyel enerji fonksiyoneli V[u] nedir? Onsel olarak, V[u]'nun sekliyle
ilgili cok bilgimiz yok, ancak asagidaki genel prensipleri kullanarak, onu olusturabiliriz:
Yerellik: Gogu durumda, pargaciklar arasi etkilesimler kisa erimlidir, her noktadaki potansiyel
enerji yogunlugu ®'yi V[u] = [dz®(u(z),du/dz,---) olacak sekilde tanimlamamiza olanak
verir. Dogal olarak, bitln tirevleri dahil ederek, uzun erimli etkilesimleri de tanimlayabiliriz.
Bu baglamda, yerellik, yiksek tiirevlerin daha az énemli oldugu anlamina gelir.

Oteleme Simetrisi: Zincirin tamaminin ayni sekilde 6telenmesi, ic enerijisini degistirmez, dola-
yisiyla, enerji yogunlugu ®[u(z) + ¢] = ®[u(z)] sartini saglamalidir. Bu, ®’nin dogrudan u(z)’e
bagll olamayacagi, ancak sadece tiirevlerine du/dz, d*u/dxz?, --- bagli olabilecegi anlamina
gelir.

Kararlihk: Salinimlar denge ¢6zimii etrafinda oldugu icin, « ve tlirevleri dogrusal olarak ola-
mazlar. (Kararhhk ayrica, V[u]'nun kareli kisminin kesin pozitif olmasini gerektirir.)

Bu kosullarla tutarli en genel potansiyel

2
:/dx[?(?i)lé(??j) +-~-+M<gz>3+---] (1.14)
olur. Fourier déntstiminden sonra
V=[5 |5R gk e P
—zM/%%klkz Fy + ka)uCkn ulka)u(—ky — ko) + - - (115)

halini alir. & — 0 iken, yUksek dereceli gradyan terimleri (L gibi) dnemsizlesir. Ayrica, kiglik
bozulmalar i¢in, w’nun ikinci derecesinden sonraki terimleri (M gibi) ihmal edebiliriz. Kinetik
enerjiyi de ekleyerek, Hamiltoniyeni

-5 e |(G) (3]

olan basit, tek boyutlu bir alan teorisi elde ederiz. Bu, malzeme bagiml p ve v = \/K/p sabitleri
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olan tek boyutlu bir esnek (sicim) teorisidir. Fenomenolojik yaklasim, bu parametrelerin ne
oldugunu sdyleyemese de, diistk enerjili uyarimlarin, w = v|k| dagihm bagintisini sagladigini
gOsterir.

Simdi, bu esnek teoriyi, herhangi d boyuta genellestirebiliriz: kesikli pargacik defor-
masyonlari i,, kabalastirilarak, sirekli bir deformasyon alanina déndstiralir.  Esyonli bir
malzeme igin, potansiyel enerji V[d], donmeler ve 6telemeler altinda degismez olmalidir:
ua(Z) — Rapug(Z) + cq, burada R,g bir dbnme matrisidir. Faydali bir yerel nicelik simetrik
gerilim alanidir:

. Ouo  Oug
U,aﬁ(%) <65Eg + a(ﬂ@) (|16)

Bu alan kullanilarak en genel deformasyon Hamiltoniyeni

_ ay [P O D 218 A ]
H_;B/dx[2 0 2+ Lt + Suantss (117)

olarak yazilir. Esneklik sabitleri ;o ve A\, Lame sabitleri olarak bilinir. Tekrarlanan indeksler
Uzerinden toplam, sonucun dénmeler altinda degismez olmasini garantiler. Bu dénme degis-
mezligi, Fourier bazinda, @(k) = [ d’Ze*¥i(z), daha agiktir, ciinkii Hamiltoniyen

o o ey 2 ) e

acikca sadece dénme degismez k - k, @ - @ ve k - @ niceliklerini icerir. Hamiltoniyen'r ayrica,
iki tip ses moduna ayirabiliriz: hizlarn v, = /(21 + \)/p ve EHE olan boylamsal modlar, ve hizi
ve = \/ju/Tho ve k L @ olan enine modar. ic enerii

dk huyk (d — Dhvk
_7d b e d d+1
BE®) =L / (2r)d {exp(hvbk/kBT) —1F axp(hockkpT) — 1) = AW ve) L (kT

(1.19)

olarak verilir. Oz 1s1 sigasi, T — 0 iken, C « T olarak sifir olur.

Not:

e BUtln malzeme bagimli parametreler A katsayisi igindedir, bununla beraber T ile dlgek-
lenme evrenseldir.

e Evrensel listel, & — 0 olan (hidrodinamik) modlardan kaynaklanir. Ylksek frekansh (kisa
dalgaboyu) modlar sadece yiksek sicakliklarda etkili olurlar.

o Olgeklenme Usteli, boyuta ve etkilesmenin erimine baglidir. (Uzun erimli Coulomb etki-
lesmeleri, farkli bir sonug verir.)

e Kuvvet yasalarinin deneysel gdzlenmesi, fizikle ilgili bizi uyanr.  Ornek olarak,
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sliperakiskan helyumda, ¢ « T3 gdzlemi (ideal Bose gazi icin beklenen C' o« T3/2
yerine), hemen, Landau’nun dikkat ¢ektigi gibi, fonon-benzeri uyarimlari gerektiri.

* Kuvvet yasalarinin evrenselligini ve dnemini gdsteren pek ok iyi bilinen érnek vardir. Ornek
olarak, belirtiimeyen bir ortamda hareket eden iz birakicilardan olugsan bir bulutu ddsdinin.
Karakteristik bir « boyutunun ¢ zamani ile nasil élgeklendigi, parcaciklarin hareketini belirleyen
dinamikle ilgili bizi uyarir. Ug basit olasilik vardir:

(1) Dagilma, bu durumda x « v/ Dt.
(2) Kayipl tasinim, burada z o vt.
(8) Serbest zorlanmig hareket, burada, kiitle gekimsel alanda oldugu gibi = « gt?/2

Sivi akigi igin Navier-Stokes denklemi de bir bagka érnektir. Bu érnekleri kullanarak, olgusal
alan teorilerini olugturmak ve incelemek igin genel ilkeler olusturabiliriz.

(1) Kaba Hamiltoniyen’i olugturmak igin Girdi, simetriler, etkilesmelerin erimi, ve boyuttan
gelir.

(2) Yukaridaki 6rnekten farkli olarak, genelde, dogrusal olmayan etkiler, elde edilen etkin
alan teorisinde ihmal edilemez. Bdyle dogrusal olmayan etkileri tedirgeme kurami ve
renormalizasyon grupu metodlar ile nasil ele alacagimizi 6grenecegiz.

(3) Analizin Ciktilari, dogrudan deneylerle kiyaslanabilen, evrensel Usteller, ve baska
fonksiyonel bagimliliklardir.
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