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V. Konum Uzayi Renormalizasyon Gurubu
V.A Ag Modelleri

Wilson’un tedirgemeli RGsi kritik 6zellikleri yoklamada sistematik bir yaklasim olsa da, ¢
acihmini yiksek mertebelere kadar yapmak oldukga zahmetlidir. Kesikli bir ag Uzerinde
tanimlanan modeller, RG yaklasimini tamamlayan alternatif hesaplama yéntemleri sunar.
Evrensellikten dolayl, ne kadar basitlegtiriimis de olsa, uygun mikroskopik simetrilere ve
etkilesme erimlerine sahip modellerin, ayni kritik Ustelleri dngérmesini bekleriz. Ag modelleri,
gOrsellestirme, bilgisayar uyarlamalari ve seri agilimi amaglari icin uygundur. Bundan dolay!,
her ag noktasina uygun bir “spin” serbestlik derecesi yerlestirilmis, ve spinlerin basit etkilesim
enerjileri olan modelleri tasvir edecegiz. Bu tarz modeller agik ‘mikroskopik’ serbestlik dere-
celeri cinsinden olusturulsa da, karmasikliklarina bagh olarak, bazi malzemelerin taniminda
Landau-Ginzburg modelinden daha dogru bir tanim veredebilir, vermeyedebilir. Buradaki
nokta, evrenselligin, iki tanimin da ayni makroskopik fizigi tasvir etmesini gerektirdigi, ve strekli
veya kesikli model tercihinin, sadece hesaplamaya uygunlukla ilgili oldugudur. Sik¢a kullanilan
bazi ag modelleri asagida tasvir edilmigtir:

1. [sing Modeli, istatistiksel mekanikte en basit ve en yaygin uygulanan érneklemelerden biridir.
Agin her i noktasinda, sadece +1 ve —1 olarak iki farkli degeri olan bir o; spini vardir. Her
durum, ikili bir alagimdaki tiirlerden birine, ya da etkilesen bir gazda ag yaklasimindaki dolu
ya da bos hilcrelere karsilik gelebilir. Olasi en basit kisa erimli etkilesme sadece birbirlerine
komsu spinleri igerir, ve

H= Y B(o0) (V.1)
<i,j>

Hamiltoniyeni ile tasvir edilebilir; buradaki < i,j > gdsterimi, butin en yakin komsu ciftleri
Uzerinden toplami gostermek igin yaygin olarak kullanilir. 2 = 1 oldugu igin, iki spin arasindaki
en genel etkilesim

B(o,0') = —g — Z(O’ +0') — Joo’ (V.2)

olur. N tane spin icin, 2V tane mikro-durum vardir ve (Gibbs) béliisim fonksiyonu
ZzZefBH:Zexp K Z Ui0j+hZUi+g (V.3)
{o:} {o:} <i,j> i

olarak verilir, burada K = 8.J, h = Bhve g = 3§ (3 = 1/kgT ve z her konum igin bag sayisidir,
yani, agin koordinasyon sayisi) olarak tanimlanmistir. 7= 0'da i = 0 igin, temel durumun b{tin
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spinlerin yukari ya da asagiya dogru oldugu, iki kat yozlasmasi vardir (K > 0). Bu dlzen, kritik
K. = J/kgT.de, diizensiz faza bir faz gecisiyle bozulur. h alani yukari-asagi simetrisini bozar
ve faz gecisini kaldinr. ¢ parametresi sadece enerjinin orijinini kaydirir, ve mikrodurumlarin
goreceli agirliklarini, veya makroskopik 6zellikleri etkilemez.

Biitiin asagidaki modeller, ising modelinin genellestiriimeleri olarak gérilebilir.
2. O(n) modeli: Her ag konumuna, n-bilesenli bir birim vektor yerlegtirilmigtir, yani

Si= (81,82, +,8"), > _(S")? = 1olmak iizere (V.4)

=1

o}

En yakin komsu etkilesimi
H=—J S 8-§-h-3 5 (V.5)

olarak yazilabilir. Aslinda, kiiresel simetri ile tutarli en genel etkilesme, f herhangi bir fonksiyon
olmak Uzere, f(§i . 53) seklinde yazilabilir. Benzer gekilde, dénme simetrisi pek ¢ok “alan”
tarafindan, Zi(l_ip - S;)P seklinde bozulabilir. Ozel durumlari, ising modeli (n = 1),XY modei
(n = 2), ve Heisenberg modelidir (n = 3).

3. Potts Modeli: Agin her konumuna g-degerli bir spin S; =1, 2, ---, ¢ yerlestirilmigtir. Spinler
arasi etkilesim

H=—J Y 85,8 —hy dsa (V.6)

<ij> i

tarafindan tasvir edilir. Simdi, » alani g-durumlari arasinda sira degistirme simetrisini kirar. ising
modeli, ¢ = 2 igin yeniden elde edilir, ¢iinki 6, ,» = (14+00’)/2. 3 durumlu Potts modeli, mesela,
bir kibln yzlerinden biri boyunca deformasyonunu tasvir edebilir. ¢ > 3 olan Potts modelleri,
O(n) tarafindan kapsanmayan yeni evrensellik siniflarini belirler. Gergekten, d = 2°'de ¢ > 4 igin
ve d = 3'de ¢ > 3 igin gegigler slreksizdir.

4. Spin s-modelleri: Her konumdaki spin, 2s + 1 deger alir, s; = —s,—s + 1,---, +s. Genel bir
en yakin komsu Hamiltoniyen’i

H= Z (JlSiSj + JQ(SiSj)Q + -+ JQS(SiSj)2S) — iLZ S; (V.7)

<i,5>

olur. Ising modeli s = 1/2'ye karsilik gelirken, s = 1 Blume-Emery-Griffith (BEG) modeli olarak
bilinir. Manyetik olmayan (s = 0) ve manyetik (s = £1) elementlerin karisimini tasvir eder.
Bu model, slrekli ve sireksiz gegigleri birbirinden ayiran GglU-kritik nokta gosterir. Ancak,
diizenli faz, yukari-asagi simetrisini kirdigi icin, faz gegisi, biitiin s degerleri igin, ising evrensel-
lik sinifina aittir.

Kesikli modelleri incelemede kullanilan bazi hesaplama araglari:
1. Konum Uzayi Renormalizasyonu: Bunlar, Kadanoff’'un RG semasinin ag modellerine uygu-
lanmasidir. Etkilesim uzayini bas edilebilir tutmak icin bazi yaklasikliklar genelde gereklidir. Bu
tir yaklagikliklarin cogu kontrol edilemez, onlardan bir kismi burada tartigilacak.
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2. Seri A¢ilimi: DigUk sicaklik agilimi, diizenli temel durumdan baglar ve etrafindaki en diigik
enerjili uyarimlar inceler. Ylksek sicaklik agihmi sonsuz sicakliktaki birbirleriye etkilegsmeyen
spin toplulugu ile baglar, ve spinler arasi etkilesimleri, tedirgemeyle dahil eder. Kritik davranis,
bu tarz serilerin tekilliklerinden elde edilir.

3. Kesin sonuglar, ag modellerinin ¢ok sinirli bir alt kiimesi icin elde edilebilir. Bunlar, prob-
lem ¢dzme saatinda aktarma matrisi ydntemi ile ¢dzllecek olan tek boyutlu zincirleri, ve derste
daha sonra anlatilacak iki boyutlu ising modelini ierir.

4.Monte-Carlo Simdlasyonlari: Bu yéntemlerin amaci, dogru Boltzman agirligi exp(—gH) ile
yaratilmis spin dagilimlari yaratmaktir. Bu amaca ulasmak igin gesitli ydontemler vardir, en bili-
neni Metropolis algoritmasidir. Cesitli beklenen degerler ve bagdasiklik fonksiyonlari, bu dizil-
imlerden dogrudan hesaplanir. Gittikge artan bilgisayar kuvvetiyle, sayisal simulasyonlar daha
da popduler olmustur. Bu yontemin sinirlari, incelenebilen sistemin boyutlari, ve dogru agirlik-
landiriimis dizilimlerin elde edilmesi icin gereken sireyle ilgilidir. Sayisal similasyonlarla ilgili
yaygin bir literatOr vardir ve bu derste daha fazla tartisiimayacaktir.

V.B d = 1'de Kesin Hesap

Tek boyutta, en yakin komsu etkilesimli ising modeli igin (denklem V.1) icin kesin RG iglemi
yapilabilir. Temel fikir, serbestlik derecesi sayisini b ¢garpani kadar azaltirken, bélisim fonksiy-
onunu koruyan bir déntigiim bulmaktir, yani

Z= Y el = ) el (V.8)

{oili=1,-N} (o, |i'=1,,N/b}

Bu kosulu saglayan pek ¢ok {o;} — {0/} eslestirmesi vardir. Dolayisiyla, Dénusim tercihi,
elde edilen RG denklemlerinin basitligi rehber alinarak yapilir. b = 2 igin, mesela, olasi bir
tercih, komsu spinleri guruplayip, renormalize edilmis spini, ortalamalari olarak tanimlamaktir.
Bu cogunluk kurall, o; = (02i—1+ 02;)/2, aslinda en uygunu degildir, ciinki elde edilen spinlerin
olasi G¢ degeri (0, £1) varken, ilk spinler iki degerlidir. Bu belirsizligi, iki spinden birine, mesela
021, toplam spin sifir ise, esitlik bozucu roll vererek kaldirabiliriz. Bu durumda, déntsim,
basitce o, = o9;—1 olur. Bu tarz bir RG islemi, etkin olarak, ¢ift numarali spinleri kaldirir, ve
genellikle kirm olarak adlandirilir. ilk modeldeki gibi, ' = +1 oldugu igin, herhangi bir ¢
renormalizasyon garpanina gerek yoktur. Etkilesme yan yana komsular arasinda oldugu igin,
bdligiim fonksiyonu

N N N/2 N/2 N/2
7 = Z exp {Z B(O’Z‘,O'i+1):| = Z Zexp Z [B(o}, ;) + B(si,0i11)] (V.9)
{oi} =1 {oj} {s:} =1

olarak yazilabilir. Kinlmis {s;} spinleri iizerinden toplarsak

N/2
e—ﬂH/[og] = H [ Z e[B(UivSi)-i'B(Singﬂ]] =e ivz/f B'(0},0741 (V.10)
i=1 |si=%1
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elde ederiz, burada denklem V.2'yi takip edersek,

h
B(o1,02) = g + 5 (01 + 02) + Koo (V.11)
ve
h/
Bl(o1,03) = ¢’ + 5 (01 + 03) + K'o'0 (V.12)

ising spinleri igin en genel etkilesme seklidir. Denklem V.10'dan, renormalize edilmis
etkilesimler

/

h
R(rl.05) = oxp |K'ojo}+ (0 +03) +

h
Z exp [Ksl(all +0b) + 5(0’1 +0b) + hsy + 29 (V.13)
s1==1

ifadesinden elde edilir. Renormalize edilmis etkilesimleri cézmek igin,

K —_ Lh — o9
{feg e Ao (V.14)
d=er, y =€ Z=eI
olarak se¢cmek uygundur. Bagin dort olasi dizilimi

R(+,4) = a'y's = 22y(a®y + 272y ™)
R_,_://—1/_2—1 2 2, -1

(=) Ty =2y (961 y+aty™) (V.15)
R(+,-) =" =2"(y+y ")
R(—,+) =2 =2(y+y™")

olarak verilir. Son iki denklem &zdestir, sonug olarak G¢ bilinmeyenli (i¢ denklemimiz vardir ve
¢ézimleri

=ty + ety @y 2ty )y +y )

2 2x2y+a=%y~1
Y =yt e (V.16)
A — @ytaly D@ Pytaly )
(y+y=1)?

olur. Logaritmalarini alarak, yineleme bagintilarini

g =29+ 09(K,h)
W = h+ 6h(K,h) (V.17)
K' = K'(K,h)

seklinde buluruz. g parametresi, sadece Hamiltoniyen’e eklenen bir sabittir. Olasiliklar etkile-
mez, ve dolayisiyla, K ve h igin yineleme bagintilarinda gériinmez. dg(K, h) kirilan spinlerin
genel serbest enerjiye olan katkisidir.

1. Sabit Noktalar: h = 0 alt uzayi simetri yiziinden kapalidir, ve y = 1 igin denklemler V.16’nin
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y =1ve

2K | 2K\ 2
, 1
AR _ <6+26> . = K'=_lncosh2K (V.18)

anlamina geldigi kontrol edilebilir. K icin yineleme bagintisinin asagidaki sabit noktalari vardir:

(a) K* = 0da, dizensiz fazin gideri olan bir sonsuz sicaklik sabit noktasi. Eger K kiiglkse,
K' ~In(1+4K?/2)/2 ~ K? daha da kigUktlr ki bu sifir bagdasiklik uzunlugu olan kararli
bir sabit nokta oldugu anlamina gelir.

(b) K* — oo’de dizenli fazi tasvir eden, bir sifir sicaklik sabit noktasi. Blyulk, fakat sonlu bir
K igin, renormalize edilmis etkilesim K’ ~ In(e?% /2)/2 ~ K —1In 2/2 biraz daha kiguktur.
Dolayisiyla, bu sabit nokta sonsuz bagdasiklik uzunluguna sahip ve kararsizdir.

Acikga, herhangi sonlu bir etkilesim, sifira renormalize olur, ki bu da tek boyutlu zincirin
yeterince uzun uzunluk Olgeklerinde her zaman icin diizensiz oldugu anlamina gelir. Bagka
bir sabit noktanin olmadigi, denklem V.18'in bagka bir sekilde tanh K’ = (tanh K)? olarak
yazilabilecegine dikkat edince agik¢a gorulur.

2. Akis Diyagramlari, h alaninin varliginda, bitln akisglarin, K* = 0 ve herhangi bir »* degerine
sahip olan sabit noktalar ¢izgisinde bittiklerini gésterir. Bu sabit noktalar, birbirinden bagimsiz
spinleri tasvir eder ve hepsinin sifir bagdasiklik uzunlugu vardir. Akiglar, K* = h* = 0 sabit
noktasindan baglarlar ve (K, h) parametre uzayinda iki kararsiz dogrultulari vardir.

3. Yineleme bagintilarini bu (z — oo) sabit nokta civarinda dogrusallastirirsak

{ 2~ /4 . { K = 2K

R, (V.19)

y/2 ~ y4

elde ederiz. Dolayisiyla, e=* ve h'yi dlgeklenme alani olarak distinebiliriz. ¢ = £/2 oldugu
icin, sabit noktanin civarinda, bagdasiklik uzunlugu

(™) = 26(vae ™ 2n)
2le (23/ 2K th) (V.20)

homojen dlgeklenme seklini (b = 2) saglar. ikinci denklem, RG islemini ¢ defa tekrarlayarak
elde edilmistir. i 2¢/2¢—K ~ 1 olacak sekilde secersek,

E(e 1) = K ge(he*™) (V.21)

Olgeklenme seklini elde ederiz. h = 0'da, T = 0’a yaklasirken, bagdasiklik uzunlugu iraksar.
Ancak, iraksamasi, sicakhgin bir kuvvet yasasi seklinde degildir. Bundan dolayi, 7= 0’'a (1/K
veya e~ K) yakinlik 6lgiisii tercihiyle ilgili v Gstelini segmede bir belirsizlik vardir.

Ustlindlgeklenme varsayimi, d boyutta, serbest enerjinin tekil kisminin ¢~ ile orantili
oldugunu séyler. Dolayisiyla

Srekil (B, h) oc €71 = e 72K gy (he®™) (V.22)
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olmasini bekleriz. Sifir alanda, miknatislanma her zaman sifirken, alinganlik

82 f

X(K)N %

~ 2K (V.23)
h+0

olarak davranir. Sifir sicakliga yaklasirken, alinganligin iraksamasi, bagdasiklik uzunlugununki
ile orantihdir. (s;, s;4.) ~ e~ /¢ /z8=2 1 ve y ~ [ d¥x(sgsy). ~ €277 genel ifadelerini kullanirsak,
n = 1 sonucuna ulagiriz.

Tek boyutlu ising modeli, problem ¢ézme saatlerinda daha detayli tartisalacak olan, ak-
tarma matrisi metodu kullanilarak kesin olarak ¢6zulebilir. Dogrudan ¢6zimin sonugclari, RG
ile elde edilenlerle tam uyum igindedir. Aktarma matrisi yaklasimi, herhangi bir tek boyutlu, en
yakin komsu etkilesimli zincire uygulanabilir, giink bélustim fonksiyonu

N N
7 = exp [Z B(s;, sH_l)] = Z H eBlsisit1) (V.24)
{si}

i=1 {s;}i=1
seklinde yazilabilir. Aktarma matrisini

(5| T'| s5) = ePlesa) (V.25)
olarak tanimlayarak, ve tekrarlanan sinir kosullarmi kullanirsak,

7 =1z [TN] ~ Aan bilyiik (V.26)
elde ederiz. N — oo iken, izin, en blylk 0z deger Ag, blyiik tarafindan belirlendigine dikkat
ediniz. Frobenius’'un Teoremi, bize, elemanlar pozitif olan herhangi bir sonlu matrisin en blyik
6zdegerinin yoz olmadigini sdyler. Bu ise, Ay buyiik V& Z’nin, B’deki parametrelerin analitik
fonksiyonlari oldugu ve tek boyutlu modellerin sadece sifir sicaklikta tekillik (ve dolayisiyla faz
gegcisi) sergileyebilecekleri anlamina gelir. Aktarma matrisi metodu, bitin bdyle tek boyutlu
zincirler icin alternatif bir RG semasi saglar. b carpani ile kinm igin, Z = iz [(Tb)N/b} ifadesini,
yeniden Olgeklenmis bag enerijisini tanimlamak igin kullanabiliriz:

U = (| T ) = (s | TV | ) (v27)
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