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V.C Niemeijer-van Leeuwen Kimulant Yaklastirmasi

Maalesef, kirim islemi, yiiksek boyutlarda tam olarak uygulanamaz. Ornek olarak, kare ag iki
alt aga boélinebilir. b = /2 ile RG igin, bir alt agdaki spinleri kirarak baglayabiliriz. Her kirilan
spinin, etrafindaki dort spinle olan etkilesimleri denklem V.13l genellesirerek elde edebiliriz.
Egder baglangigta h = g = 0 ise,

R(o, 0%, 0%, 0)) = Z efs(o1toatostol) — 9 cosh [K (o} + o)+ a5+ 0})] (V.28)
s=+1
elde ederiz. Agikga, yukaridaki ifadede, dért spin simetrik olarak bulunur, ve dolayisiyla, ayni
iki cisim etkilesimlerine maruzdurlar. Bu, renormalize edilmis agda, késegenler boyunca yeni
etkilesimlerin de yaratildigi, ve ilk Hamiltoniyen’in en yakin komsu formunun korunmadigi an-
lamina gelir. Ayrica, dért nokta etkilesimi de vardir, ve

R =exp [¢' + K'(0109 + 0504 + 040y + 001 + 0105 + 050)) + Ko 05050%] (V.29)

RG’nin her adiminda, yeni etkilesimlerin sayisi (ve erimi) artar ve bir tir kesme yaklasimina
ihtiyag vardir. ileriki kisimlarda, bdyle iki sema tanimlanacaktir.

ilk yaklagimlardan biri Niemeijer ve van Leeuwen (NvL) tarafindan dg¢gen ag tizerindeki,
—BH = K} ;j 0io0; en yakin komsu etkilesme Hamiltoniyen'ine sahip ising modeli igin
geligtirilmigtir. llk agin konumlari, G¢ spinden olusan (mesela degisen yukari yéndeki Giggenler)
hticrelere guruplanmistir. « hicresindeki U¢ spini {o}, 02,02} olarak belirtirsek, renormalize
edilmig hicrelerin spinini cogunluk kurali kullanarak tanimlayabiliriz:

o!, = sign [ai +o2 + a;r’;} (V.30)

(Tek sayida konum igin kuralda bir belirsizlik yoktur, ve renormalize edilmis spin iki degerlidir.)
Yukaridaki eslesmeye karsilik gelen renormalize edilmis etkilesimler,

eMlodl = Y e—PH[o] (V.31)
{ob—on}
sinirlanmis toplamindan elde edilir.

Hamiltoniyen'deki etkilesimlerin sayisini kesmek icin, NvL gH = (Hy + U olacak sekilde
tedirgemeli bir sema tanimladilar. Tedirgenmemis Hamiltoniyen

—BHo = Kz (Uéﬂ'ﬁ + 0203 + agai) (V.32)

sadece hlicre ici etkilesimler icerir. Hulcreler birbirlerinden bagimsiz olduklarindan, Hamil-
toniyen’in bu kismi tam olarak hesaplanabilir. Geri kalan hdicreler arasi etkilesimler, tedirge-
meyle hesaplanirlar

-U=K Z (Jg)ag) + 0/(81)0&3)> (V.33)

<a,B3>
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Toplam, iki bag ile baglanmis bitiin komsu hiicreler lzerindendir. (ilgili gercek spinler,
hiicrelerin yonelimine baglidir.) Simdi, denklem V.32, tedirgemeyle hesaplanir:

/

17 i Z/[Q
e BH'los] — Z e BHo [Uu} |:1 U+ . :| (V.34)

{ob—0oi} 2
Renormalize edilmis Hamiltoniyen, kimulant serisi ile elde edilir:

1

B! o] = —nZo [oh] + U)o — 5

(@0 - @3) + ow?) (V.35)

burada ()¢, Ho'ya gore, sabit [o],] kosuluyla hesaplanan beklenen degerlerdir, ve Z, karsilik
gelen bdligiim fonksiyonudur.

Devam etmek igin, bir hlcredeki spinlerin bltlin olasi dizilimleri, renormalize edilmis
degerleri, ve hiicre enerjisine katkilarini gésteren bir tablo olusturalim:
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Sinirlandirilmis bélisim fonksiyonu, bagimsiz hiicrelerin katkilarinin ¢garpimidir

!

N
Z [0/] _ H Z eK(aéa?,+a§af;+o§o—}l _ (631( + 3€_K) /3 (V.36)

«
o Hob—oo}

[ol]'dan bagimsizdir, dolayisiyla, Hamiltoniyen’e eklenen bir sabit olur. Etkilesimlerin ilk
kimulanti

—Uo =K Y. [(eholodlo+ (@hlolod)] =2K Y (ai)e (o), (V.37)

<a,B> <o,B>

olur, burada her hiicredeki U¢ spinin denkliginden faydalandik. Tabloyu kullanarak, konum spin-
lerinin sinirlandinimig ortalamalarini hesaplayabiliriz:

43K =K 19K ! i 3K —-K
(o= @Rk o Ca=tliOn el de (V.38)
¢ =elhe =2t ol = ligin [ T K 43K

Denklem V.37’ye yerlestirirsek

> ook + OU?) (V.39)

e3K + e K )2
(aB)

N
o A 3K -K
OH [aa} =3 In (e + 3e )—1—2[( <63K 3o K
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Bu mertebede, renormalize edilmis Hamiltoniyen, sadece en yakin komsu etkilegimleri icerir,
ve yineleme bagintisi

3K ~K\?2
e
K =2K e _Te .
<63K 36K) (V.40)

olarak verilir.
1. Denklem V.40, asagidaki sabit noktalara sahiptir:

(@) K* = 0da yuksek sicaklik gideri. Eger K <« 1ise, K’/ ~ 2K(2/4) = K/2 < K, yani bu
sabit nokta kararlidir, ve sifir bagdasiklik uzunlugu vardir.

(b) K* = oo’de dlsik sicaklik gideri. Eger K > 1ise, K’ ~ 2K > K, yani, tek boyuttakinden
farkl olarak, bu sabit nokta da kararlidir ve sifir bagdasiklik uzunlugu vardir.

(c) Yukaridaki iki sabit nokta da kararsiz oldugu icin, sonlu K/ = K = K* olacak sekilde
en azindan bir tane kararli sabit nokta olmasi gerekir. Denklem V.40’'dan, sabit nokta

konumu
1 3K 4 e K7 e AR
== 2 2= :
5 o G 3K = V2e" + V2= 13 (V.41)
kosulunu saglar. Sabit noktanin degeri
1 —V2
K=t (32V2) L3356 (V.42)
4 V2-1

{icgen ag icin tam olarak bilinen degeri 0.2747 ile kiyaslanabilir.

2. Yineleme bagintisini, banal olmayan sabit nokta civarinda dogrusallagtirirsak:

0K’
0K

N1\ ke (1)

elde ederiz. Sabit nokta, akislarin surekliliginin gerektirdigi gibi, gercekten de kararsizdir. Bu
renormalizasyon semasi, serbestlik derecelerinin 1/3’Gni kaldirr, ve b = /3’e karsilik gelir.
Dolayisiyla, termal 6zdeger

oK’
oK

. In(L624)
K*v Yt ln(\/g)

byt =

~ 0.883 (V.44)

olarak elde edili. Bu, iki boyutlu ising modeli icin tam olarak bilinen v, = 1 degeri ile
kiyaslanabilir. Kesinlikle 3 = 2 olan ortalama-alan (Gaussiyan) tahmininden daha iyidir. Bu
6zdegerden, Ustelleri tahmin edebiliriz:

v=1/yy~ 113 (1), and a=2-2/y, =—-0.26 (0)

burada, tam degerler parantez iginde verilmistir.
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3. Ustellerin hesabini tamamlamak igin, manyetik 6zdeger y;’ye ihtiyacimiz var, ki Hamil-
toniyen’e manyetik alani ekledikten sonra elde edilir, yani

BH =pBHo+U—h> o) (V.45)

ifadesinden. Sabit nokta »* = 0'da oldugu igin, eklenen terim de tedirgemeyle hesaplanabilir,
ve en dlslk mertebede

BH' = BHo+ (U)o —h > (o + 054 +05))o (V.46)
burada, spinler, hiicrelerine gére guruplanmistir. Denklem V.38’i kullanarak

BH' =InZy+ K" > olos—3hY. il P V.47
- 0 0,08 3K & | %a ( . )
<ol - \e’t +3e

dolayisiyla, renormalize edilmis manyetik alan

3K -K
o e +e
B = 3h <€3K e K) (V.48)

olarak elde edilir. Kararsiz sabit nokta civarinda,

on e 4103
Yh — —__ =y = ——
ve
ln(3/\/§)
= ——"=1.37 V.50
Yh ln(\/g) ( )

Bu, y, = 1.875 tam degerinden daha azdir. (Bu durumda, Gaussiyan degeri y;, = 2 dogru
cevaba daha yakindir.)

4. NvL, yaklagimi /’da ikinci mertebeye kadar yapmislardir. Bu mertebede, daha uzak komsu
spinler Gzerinden iki yeni etkilesim yaratilir. Bu (i¢ parametre uzayinda, yineleme bagintilarinin,
bir tane kararsiz dogrultusu olan, bir tane banal olmayan sabit noktasi vardir. Elde edilen
y: = 1.053 6zdegeri, Umit verecek kadar dogru 1 degerine yakindir, ancak bu uyum muhtemelen
bir rastlantidir..

V.D Migdal-Kadanoff Bag Tasima Yaklastirmasi

Kare bir agda tanimli ising modeli icin, b = 2 olan RG ele alin, ki her ag dogrultusunda,
spinler birer atlayarak kirrma ugrasin. Daha 6nce de belirtildigi gibi, bu tlr kinmlar kalan
spinler arasinda yeni etkilesimler yaratir. O zaman, renormalize edilmis spinler, en yakin
komsularina iki arka arkaya bag ile baghdirlar. Kinmdan sonra, renormalize edilmis bag, tek
boyutlu zincir icin karakteristik olan, denklem V.18'deki yineleme bag@intisi ile verilir. istenmeyen
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baglari kaldirmak, sistemi, tek boyutlu davranmaya baslayacak kadar zayiflatir. Bu, istenmeyen
baglari, geri kalanlari kuvvetlendirmek igin kullanarak tedavi edilir. Kalan spinler artik bir gift ikili
bag (kuvveti 2K olan) ile baglanmislardir, ve kirim

K' = %lncosh(2 x 2K) (V.51)

verir.
1. Bu yineleme bagintisinin sabit noktalar::
(a) K*=0: K < ligin, K’ ~ In(1 + 8K?)/2 ~ 4K? < K, yani, bu sabit nokta kararlidir.
(b) K* — oo: K > 1igin, K’ ~ In(e*/2)/2 ~ 2K < K, ki bu da disik sicaklik giderinin de
kararh olduguna isaret eder.
(c) Yukardaki giderlerin cekme bdlgesi, birbirlerinden G¢linci bir sabit noktayla ayriimistir:
e4K* +e—4K*

2T = — = K* ~0.305 (V.52)

ki bu da tam K, ~ 0.441 degeri ile kiyaslanabilir.

2. Denklem V.51’ sabit nokta civarinda dogrusallastirmak

e _ 0K

= ——| =2tanh4K" ~1.6786, =— y; ~0.747 (V.53)
OK | g+

verir, ki tam degeri y, = 1dir.
Bag tasima islemi daha yliksek boyutlara genisletilebilir. d boyuttaki hiperkubik bir ag icin,
bag tasima adimi, her badi 2¢~! ¢arpaniyla kuvvetlendirir. Kinmdan sonra, yineleme bagintisi

K' = %ln cosh [2 X 2d71K} (V.54)

olarak verilir. K* =0 ve K* — oo'deki yUksek ve dislk sicaklik giderleri kararhdir, ¢inku

1
K<l = K~ n(l+ 221 K2) 92"V K2 « K (V.55)
ve
1. 2'K
K>1, = K’z§1n 5 ~2 'K > K (V.56)

(Yukaridaki sonucun, ising modelinin alt kritik boyutunu dogru olarak, ki disiik sicaklik gideri
sadece d > 1 igin kararlidir, belirledigine dikkat edin.) Aradaki sabit noktanin 6zdegeri

0K’

Yt —
OK |-

= 291 tanh(2¢K*) (V.57)
olur. d = 3 icin elde edilen K* =~ 0.064 ve y; ~ 0.934 degerleri, kiibik ag icin bilinen K, ~ 0.222
ve y; ~ 1.59 degerleriyle kiyaslanabilir. Acikca yaklastirma, daha ylksek boyutlarda daha da
kétilesir. (Ust kritik boyut bulmakta basarisiz olur, ve d — oo iken K* — 22019 ve ¢, — 1)
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Migdal-Kadanoff semasi, daha genel spin sistemlerine de uygulanabilir. {K} etkilesim
kimesi tarafindan tanimlanan tek boyutlu bir model icin, denklem V.2'deki aktarma matrisi
metodu

T,({K'}) = T{K})"

gibi bir yineleme bagintisi verir. d boyutlu bir a§ icin, ag tasima adimi, her a1 b~! carpaniyla
kuvvetlendirir, ve genellestiriimis Migdal-Kadanoff yineleme bagintilari

T,({K'}) = T{v* ' K})’ (V.58)

olarak verilir.

Yukaridaki denklemler, faz diyagramlarini ve Ustelleri tahmin etmek igin hizli bir yol
olarak kullanilabilir. d = 1'de islem kesindir, ve daha yiksek boyutlarda, gittikge kétilesir.
Bundan dolayi, daha yiksek boyutlarda daha guvenilir olan ortalama-alan (semer noktasi)
yaklasimlarini tamamlarlar. Neyazik ki, sonuclarini gelistirmek icin sistematik bir sema
gelistirmek mimkin degildir. RG islemi, serbest enerjileri, isi sigalarini ve diger termodinamik
fonksiyonlari hesaplamayi da mimkin kilar. Bir olasi endise, RG semalarini kurarken yapilan
yaklastirmalarin, fiziksel olmayan davranislara yol agmasidir, mesela C ve x tepki fonksiyonlari
icin negatif degerler. Aslinda, bu yineleme bagintilan (mesela V.58) hiyerarsik(Berker)
aglarinda kesindir. Bu tir aglarin gergeklesebilir olmasi, yineleme bagintilarinin higbir fiziksel
olmayan sonucunun olmadigini garantiler.
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