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VI. Seri Acilimlar
VI.LA Dusuk Sicaklik Acilimi

A modelleri, seri agihmlarla da incelenebilir. Bu tir agilimlar, tam olarak ¢ézllebilen limitlerden
baslayip, tipik olarak, bu limitler etrafindaki tedirgemeleri ag (izerinde diyagramlarla gosterirler.
Yiksek sicaklik agilimi bir sonraki kisimda anlatilmistir.  Burada, d boyutlu hiperkiibik ag
tzerinde tanimh, —fH = K }_; ; oio; Hamiltoniyenine sahip, ising modeli igin diisiik sicaklik
acihmini anlatacagiz. K = 3J > 0 ise temel durum ferromanyetiktir, yani batlin spinler igin
o; = +1. Bolusim fonksiyonu igin seri agilim, bu durum etrafindaki diigik enerjili uyarimlar
dahil ederek elde edilir. En dasik enerjili uyarim, bir tek dénmdis spindir. Bu uyarim igin, N
konumdan herhangi biri segilebilir, ki temel duruma gdére enerji maliyeti 2K x 2d'dir. Bir sonraki
en dusUk enerjili uyarim, enerji maliyeti 4K x (4d — 2) ve garpani N x d (ikili igin d farkh yénelim
s6z konusudur) olan bir negatif spin ikilisidir. Agilimdaki ilk birkag terim:

N(N —-2d-1
( )e—SdK_’_.”

7 = 2€NdK 1 +N€_4dK +dN€_4(2d_1)K+ 5

(VI.1)

olarak elde edilir. Dérdunci terim, ayri iki spinin yoniniu degistirerek elde edilir. Sifirinci mer-
tebedeki terim, yozlugu iki olan temel durumdan gelir. N — oo limitinde, 2 genel garpani
6nemsizdir, ve

7 ~ oNAK Z o—2Kx damlacigin siniri (V1.2)
& spin damlaciklar

Konum basina serbest eneriji

InZ —2d —
—Bf = N UK + 1 In {1 + Ne 4K | N~ 42d-1)K Me—&m 4.
N N 2
2 1
— K 4 e YK gt DK dTJre*SdK + (VI.3)

serisi ile verilir. Z'nin agiliminda, N? ile orantili terim agik¢ca sadelesmis olduguna dikkat
edin. Bu tarz N bagimliligi, birbirinden bagimsiz birka¢ damlacigi olan bagintisiz diyagram-
lardan gelir. Serbest enerjinin yayginhigi, bu terimlerin bagl diyagramlarin ¢arpimi tarafindan
sadelestiriimesini saglar. O zaman, konum basina enerji

B 02y _ 0 ()
N ~ 98\ N/ ToK\N
= —J [d — 4de 1 _ 4d(2d — 1)e* DK L 44(2d 4 1)e 8K 4 ... (V1.4)
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olarak verilir ve 1s1 sigasi

C 1 9E  K’OIE

Nkg ~ NkpdT  NJOK
= K2?[16d%e 4K £ 16d(2d — 1)%e 424=DE _ 3942(2d + 1)e 8K 4 .. } (VI.5)

ile orantilidir.

Bu tarz bir seri, K, kritik ¢iftlenim sabitini, ve daha da 6nemlisi, diizensizlestiren gegisin
tekilliklerini elde etmek igin kullanilabilir mi? Varsayalim ki C' = S22, a,u’ serisindeki bir kag
terimi belirledir. Isi sigasinin, beklenen iraksamasindan,

C:A(l_u>_':A[1+a +Mu2+...+a(a+1)“.(a+€_1)u£...

u
Ue Ue 2lu2 Nut

(VL.6)

seklinde bir asimptotik agilim bekleriz. Yukaridaki tekil sekil, G¢ parametre A, u. ve « tarafindan
karakterize edilir. Bu parametreleri, serinin blyUk ¢ degerleri icin hesaplanan katsayilarina
uymalarini bekleyerek elde etmeye calisabiliriz, yani, arka arkaya gelen terimlerin oranini

ag :<a+€—1>:u0_1<1+a21> (V1.7)

ag—1 lu,

ifadesine uydurarak. Bundan dolay!, as/a,_1'in 1/¢'e gore grafigi, dikey ekseni u_!'de kesen
ve egimi u_(a — 1) olan bir dogru olmasi lazim. Ancak, sonlu bir Zﬁgo dyu’ toplami ek-
lemenin, tekillik seklini degistirmedigine, ama temel olarak ilk ¢, terimlerini o« ve u_ i belir-
lemede faydasiz kildigina dikkat edin. Bundan dolayi, bastan, sonlu sayida katsayi ile, bu tarz
bir uydurma isleminin basarili olacaginin garantisi yoktur. Pratikte, bu islem oldukga iyi galisir,
ve bu yolla, oldukca ¢ok blyik sayida terim dahil edilerek, d = 3’te kritik Ustellerin (mesela

a = 0.105 4+ 0.007) ¢ok iyi tahminleri elde edilmistir.

Isi sigasi icin, denklem VI.5'de elde edilen ¢ terimin igaretleri, denklem VI.6’dan farkli
olarak, farkhdir. Bu ,e~*’da daha yliksek mertebeden terimlerde de devam ettigi igin, yukaridaki
oran uydurma islemi dogrudan uygulanamaz. lIsaretlerin degismesi, genelde, karmasik = =
e~ K diizleminde, orijine, ilgilendigimiz gergek z. = e~ X< tekil noktasina nazaran daha yakin
bir tekillige isaret eder. Eger, kompleks diizlemde bir u(z) eslestirmesi olusturabilirsek, dyle ki,
yalanci tekillikler, u. = u(z.)'den daha uzaga itilsin, o0 zaman, oran yéntemi kullanilabilir. DigUk
sicaklik serileri durumunda, u = tanh K amaca ulagir. (Kisa bir siire sonra gdésterecegimiz gibi,
tanh K’ yiksek sicaklik agiliminda da dogal degiskendir.) Serilerin tekil davraniglarini incele-
mek igin, Padé yaklastirmalari gibi, oldukga gelismis metodlar geligtiriimigtir.

Disuk sicaklik agilimlari, Potts modeli gibi diger kesikli spin sistemleri igin de olusturulabilir.
Stirekli spinler igin, diistik enerji uyarimlari Goldstone modlaridir, ve tedirgeme serisi, ag grafik-
leri seklinde gdsterilemez. Bu durumda, diisik sicaklik tasviri Goldstone modlarinin Gaussiyan
incelemesinden baslar. Serideki sonraki terimler, bu tarz modlar arasindaki etkilesimler igerir
ve ilgili bir hesap, ileride yapilacaktir.
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VI.B Yiuksek Sicaklik Acilimi

Yiksek sicaklik agilimi kesikli ve slrekli sistemlerin ikisinde de oldukga iyi caligir. Temel fikir,
bagimsiz spinlerden baglamak ve béliistiim fonksiyonunu 3 = (kgT)~Vin kuvvetleri cinsinden
acmaktir, yani

Z—h&ﬂ%)—hP—ﬁH+ﬂZﬂ—~~ (V1.8)
ve

InZ InZ (H)o B (H%)o — (H)2

N -~ vty N o (V19)

()o ortalamalari, etkilesmeyen spinler (izerinden hesaplanmistir. ising modeli igin, seriyi,
asagida gosterildigi gibi, tanh K’nin kuvvetleri (zerinden olusturmak daha uygundur.
(0;04)% = 1 oldu@u igin, her bag igin Boltzman garpani

6K + G_K K -K

eKoivi — 5 + oi0; = cosh K (1 + to;o;) (VI.10)

seklinde yazilabilir, burada ¢ = tanh K, iyi bir ylksek sicaklik agilim parametresidir. Bu
déntstimi agdaki her baga uygularsak

Z = Z X i 719 = (cosh K)bag sayisl Z H(l + toio;) (VI.11)
{oi} {oi} (i.d)

elde edilir.

Agdaki N, bag igin, yukaridaki garpim 2™t tane terim yaratir, ki bunlar her to;0; garpant igin,
i ve j konumlarini birbirine baglayan gizgiler gizerek diyagramatik olarak gosterilebilir. Her ag
bagi icin, ya dolu, ya da bos olan, en fazla bir tane bdyle bir bag olabilecegine dikkat ediniz. Bu
K yerine t'yi agilim parametresi kullanarak elde edilen biyik bir sadelestirmedir. Simdi, her
konum, bir tane o¥* carpani elde eder, burada p;, i'den ¢ikan dolu bag sayisidir. o; = +1 iki
olasi degeri lizerinden toplamak, p; ¢ift ise iki carpani, p; tek ise 0 verir. Dolayisiyla, toplamdan
geriye kalan diyagramlar, her konumdan cift sayida bag gegen diyagramlardir. Elde edilen
diyagramlar, ag Uzerinde kapali ¢izgiler toplamidir, ve

Z = 2N x (cosh KM Z (grafikteki bag sayis (VI.12)
Buttn kapali grafikler

d-boyutlu hiperkubik bir ag i¢in, en kigik kapali grafik 4 bagdan olusan bir karedir, ki d(d —
1)/2 farkli olasi yénelimi vardir. Bir sonraki grafigin 6 bagi oldugundan

d(d

Z =2V x (cosh K)™ |1 + %)N# +d(d—1)(2d — 3)t° + - - (VI.13)
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ve

M2 ot dmeoshr + XDy (VI.14)
N 2
Takip eden kisimlarda, yUksek sicaklik metodunu sayisal bir alet olarak degil, ancak sunlari
gdstermek igin kullanacagiz: (a) d = 1'de ising modelinin tam ¢6zimil. (b) Disik ve yiksek
sicakliklardaki modelleri iligkilendiren egleklikler. (c) Gaussiyan modelinin yiksek sicaklarda
gecerliligi. (d) d = 2'de Ising modelinin kesin ¢dzimii.

VI.C Tek Boyutlu ising Modelinin Tam Céziimii

Grafik yéntem, d = 1'de sifir alandaki ising modelinin hizli bir ¢dziim yolunun verir. Agik ve
kapali (tekrarlanan) sinir kosullari olan zincirlerdeki ¢6zimleri kiyaslayip karsilastirabiliriz.
1. N konumlu bir agik zincirin N, = N — 1 bagi vardir. Bdyle bir agda herhangi bir kapal grafik
¢izmek imkansizdir, dolayisiyla

InZ In [cosh K]

Z=2NcoshKNV7!,  — —Z =In[2coshK] — N

= (V1.15)

Ayni yéntem, (o,0,) bagdasiklik fonksiyonunu hesplamak icin de kullanilabilir, giinkl

1 kS oN (coshK)Nf1
(Omon) = {;e Yiing,o, = 7 {Z:}aman <z‘1'][>(1 + toio;) (VI.16)

Paydaki terimler, fazladan o,,0,, ¢carpani igerirler. o,, = +1 ve o, = +1 degerleri (zerinden
toplayinca sonlu bir sayi elde etmek igin, bu dis konumlardan tek sayida bag ¢ikan grafiklere
bakmamiz lazim. Acik bir zincir icin, béyle tek grafik, iki konumu dogrudan birbirine baglayan
grafiktir, ve sonug

1
— glm=n| _ =Im-nlfg > ¥ )
(omon) e , & ntanh olmak lUizere (VI.17)

Bu sonuglar, bolim V.B'deki RG sonuglari ile uyum igindedir; bagdasiklik uzunlugu, K — oo
iken e2X olarak iraksar, ve bagdasikliklarin tstel azalmalarini degistiren bir kuvvet yasasi yok-
tur.

2. Kapali bir zincirin konum sayisi ve bag sayisi aynidir, N. Artik, b(tiin zinciri dolanan bir tane
kapali egri ¢cizmek mimkiinddr, ve

Z = (2c0sh K) [144V] = 2" (cosh KV + sinh K)
In {1 + tN}
N

InZ

N = In (2cosh K) +

(VI.18)

Kapal ve agik zincirlerin serbest enerjileri arasindaki fark, termodinamik limitte yok olur. Yaygin
serbest enerjiye gelen diizeltme, N 1n(2 + cosh K), agik zincir igin 1/N mertebesindedir, ve
ylzey serbest enerjisi olarak diigiiniillinebilir. Siniri olmayan kapal zincir igin béyle bir diizeltme
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yoktur; onun yerine ¢V (istel terimi vardir. Bagdasiklik fonksiyonu yine denklem VI.16'dan elde
edilebilir. m ve n’yi birbirine baglayan iki yol vardir, ve

lm—nl| +tN—|m—n\
14tV

(VI.19)

(Omon) =

Son cevabin, m ve n konumlari arasindaki uzakhgi 6lgmek igin kullanilan iki yola gére simetrik
olduguna dikkat edin.
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