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VL.D iki boyutlu ising Modelinde Oz-Esleklik

Kramers ve Wannier, kare bir agdaki ising modelinin yiiksek ve diisik sicakliklardaki dzellikleri
arasinda gizli bir simetri buldular. Bu simetriyi elde etmenin yollarindan biri, yliksek ve disik
sicakliktaki seri acilimlarini kiyaslamaktir Dustk sicaklik agilimi

Z = NK[14 Ne D2 oNe 02

— €2NK Z 672K><adan|n cevresi (V|20)
(—) spinli adalar

seklindedir. Yiksek sicaklik serisi ise:

7 = 2N cosh K2V {1 + Ntanh K* + 2N tanh K% + - -
= 2N cosh K2V Z tanh Joraigin uzuniugu (VI.21)

konum basina 2 veya 4 cizgisi olan grafikler

Her spin adasinin sinir kabul edilebilir bir grafik oldugu icin (ve tersi de dogru), iki seri
arasinda bire-bir bir iligki vardir. Bir g fonksiyonunu yukaridaki serinin logaritmasi olarak tanim-
larsak, serbest eneriji

InZ

~ = 2K + g(e"*() =In2 + 2Incosh K + g(tanh K) (V1.22)

olarak verilir. Yukaridaki denklemdeki g'nin argiimanlari esleklik kosulu ile birbiriyle iligkilidir:

: 1
e —tanh K, — K=DK)= — Intanh K (VI.23)

g fonksiyonunun (ki serbest enerjinin tekil kismini igerir), eslek argiimanlar igin degerlerini
birbirine iliskilendiren 6zel bir simetriye sahip olmasi gerekmektedir. (Ornek olarak, flz) =
x/(1 + x?) fonksiyonu, f(x~!)’e esittir, ki boylece = ve z~V'deki arglimanlari arasinda eslekligi
ortaya koyar.) Denklem VI1.23’in asagidaki 6zellikleri vardir:

1. Dustk sicakliklar yUksek sicakliklarla eslegmigtir, ve tersi de dogrudur.

2. Eslesme nokta ciftlerini birbirine baglar, cinkd D(D(K)) = K. Bu kosul, trigonometrik
0zdeglikleri kullanarak

sinh2K = 2sinh K cosh K = 2tanh K cosh? K
2 tanh K 2¢ 2K 2 1

= 3 = — = = — — = (V|24)
1 —tanh* K 1 —e 4K 2K _ 2K  ginh2K
oldugunu gbstererek kanitlanabilir. Dolayisiyla, eslek etkilesimler simetrik olarak
sinh 2K - sinh 2K =1 (V1.25)

seklinde iligkilidir.
3. Eger g(K) fonksiyonu K. noktasinda tekilse, K. noktasinda da tekil olmalidir. Serbest
enerjinin, gegis disindaki her yerde analitik olmasi beklendigi igin, kritik modelin 6z-eslek olmasi
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gerekmektedir. Oz eslek noktada,

1 — e 2Ke

—2K. __ —
(& = tanhKc = m

ki buradan da ikinci dereceden asagidaki denklemi elde ederiz:
e e e —1=0, = e Me=-14£2
Sadece pozitif ¢bzlm kabul edilebilir, ve

Kc:—%ln (ﬂ—l) :%m (\/§+ 1) —0.441 - -- (V1.26)

4. Bir sonraki kisimda ve problem kimelerinde arastirilacagi gibi, Pots modeli, XY modeli,
vb. pek ¢ok bagka spin sistemlerinde de eslekler bulunabilir. Bu tarz eslemeler faz sinirlarinin
sekliyle ilgili sinirlamalar koymak icin faydal olsa da, kritik Gstellerle ilgili bilgi vermezler. ( Pek
¢ok iki boyutlu modelin 6z-eslekligi, kritik genliklerin oranini bire sinirlar.)

VLLE Uc Boyutlu ising modelinin Eslegi

Basit kilbik bir agda, ising modelinin eslenigini bulmak igin ayni islemi takip etmeyi deneyebiliriz.
DusUk sicaklik serisi

7 — 3NK {1+Ne—2K><6+3N6—2K><10_'_._.
_  3NK Z o—2Kkxadanin sinirinin alani (V1.27)

(—) spinli adalar
Karsilik olarak, yiksek sicaklik serisi

Z = 2Ncosh K3V [1 + 3N tanh K* + 18N tanh K6 + - .-
— 2N cosh K&N Z tanh Kgizgilerin sayis| (V|28)

konum basgina 2, 4, vey 6 ¢izgisi olan grafikler

seklini alir. Acikga iki toplam farklidir, ve 3d ising modeli kendi eslegi degildir. Yiiksek sicaklik
serisi, 3d Ising modelinin diisiik sicakliktaki terimlerini Gretecek baska bir Hamiltoniyen var
midir? Béyle bir model olusturmak igin sunlar dikkat edin:

1. Dusik sicaklik terimleri e~25x@lan seklindedir, ve alan, kubik agda kapatilan yizlerin
toplamidir. Dolayisiyla ylksek sicaklik serisini elde etmek icin, plaketler, tapi taglari olarak
baglarin yerini almalidir.

2. Bu plaketler nasil birbirlerine baglanmalidir? Bir konumun yakinindaki baglarin sayisi 3 den
12'ye kadar deger alabilirken, her baga komsu iki ya da dért yiz vardir. Bu, ; = +1 spinlerini,
agin baglanna yerlestirerek plaketleri birbirine ‘yapistirma’yi akla getirir.

85 www.acikders.org.tr



istatistiksel Mekanik l%( Ders Notlari

3. ising modeline benzer sekilde, béliisim fonksiyonunu

Z= 3 [I (1+tanh Kobopehoh) oc S ef 2p 7poR25% (V1.29)
{aL=+1} p plaketleri {5i}

olarak olusturabiliriz, burada &%, her plaketin etrafindaki 4 eslek spini gostermesi igin
kullanilmistir, ve K denklem VI.23'te verilmisti. Bu béliisim fonksiyonu, disik eneriji
serisini Gretmek bakimindan, asil Ising modeline eslek bir sistemi tasvir eder. (Uzerine biraz
dustinmek, yukaridaki béliisiim fonksiyonunu diistik sicaklik agihminin, ising modelinin yiiksek
sicaklik agilimini Gretecegini gosterir.)

Denklem V1.29, Z, ag ayar teorisini tasvir eder. Bu tarz teorileri her boyutta olusturmak igin
genel kurallar sdyledir: (i) 5; = +1 Ising spinlerini, a§in baglarina yerlestirin. (ii) Hamiltoniyen,
—BH = K X putin pIaketIerH‘}%,dir- Genel 6; — —a; simetrisine ek olarak, Hamiltoniyenin,
yerel(ayar) simetrisi de vardir. Bu simetriyi gérmek igin, herhangi bir konumu segin, ve ondan
¢tkan bitiin baglarin Gzerindeki spinlerin isaretini degistirin. Secilen konuma komsu her ylizdeki
bag isaret degistirdigi icin, garpimlari, ve dolayisiyla toplam enerji, degismez.

Yerel simetrileri olan Hamiltoniyenlerde, kendiliginden simetrinin kirllamayacagina dair
kesin bir ispat vardir (Elitzur'un Kurami). ispatin ruhu, k simetri kiran alanin varhiginda bile,
bir spinin yénunl degistirmenin enerji maaliyetinin (kubik agdaki ayar teorisi i¢in 64) sonlu
olmasidir. Dolayisiyla, h — 0 giderken spinin beklenen degeri strekli olarak degisir. (Karsilas
olarak, ising modelinde spinin yéniinii degistirmenin maliyeti N/ seklinde blydr.) Bu kuram
bize su geliskiyi gdsterir: Ug boyutlu ising modeli faz gegisi gdsterdigi icin, bolisim fonksiy-
onunda, ve eslenigininkinde, tekillik olmasi lazim. Ug boyutlu bir ayar teorisinde, kendiliginden
simetri kirllmasi yoksa, boélisim fonksiyonunda nasil bir tekillik olabilir?

Bu celigkiyi c6zmek icin, Wegner, yerel bir diizen parametresi olmadan faz gegisi olsiligini
One sirdi. Bu zaman, iki faz, bagdasiklik fonksiyonlarinin asimptotik davranislariyla birbir-
lerinde ayrilir. ilgili bagdasiklik fonksiyonu, yerel ayar déniisiimleri altinda degismez olmalidir.
Mesela, Wilson ilmegi ag lizerinden baglardan olusan kapali bir yol segerek ve

Cs = (Iimek Gizerindeki &’larin garpimi) = <H &i> (V1.30)
i€s

ifadesini inceleyerek olusturulur. Herhangi bir ayar dénisima, ilmekteki iki bagin isaretini
degistirdigi icin, carpimlari etkilenmez ve Cg ayar degismezidir. Hamiltoniyen, ayni isaretli
spinleri tesvik ettigi icin, bu beklenen deger her zaman pozitiftir. Cg’in ylksek ve disik
sicakliklarda, ilmegin sekline olan baghhgini inceleyelim.  Yiksek sicaklik agiliminda,
bagdasiklik fonksiyonu, S’nin sinirlarini olusturdugu plaketlerden olusan diyagramlarin toplami
olarak elde edilir. Her plaket bir tanh K garpani getirir ve

Cs = + 3 [[oiek Lrobotohot

= (tanh K) s e {1 +0 (tanh I?Q)} A exp [—f (tanh IE’) x S’nin alani
(VL1.31)
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DusuUk sicaklik agilimi, en dusik enerjili dizilimle baglar. Gergekte, ayar dontstmleri ile bir-
birlerine iligkili, N = 2% tane boyle temel durum vardir. Temel durumda Np plaket etkilesimleri
doymustur, ve uyarimlar, doymamis plaketler yaratmayi icerir. Cs ayar bagimsiz oldugu igin,
bir tane temel duruma bakmak yeterlidir, mesela bitin i’ler igin 6; = +1 olana. 3N bagdan
herhangi birinin isaretini degistirmek, temel duruma gére enerjisi 8K olan bir uyarim yaratr.
Wilson ilmeginin gevresindeki baglarin sayisini Ps ile gosterirsek,

Ng NP [14 (BN = Pg)e 2Kx4(41) 4 (1) Pge 24 1. |
Ne eRNe [1 4 3Ne2Kxt 4. |

Cs =

1—2Pe K ... xexp [—QG_SRPS + - } (VI.32)

Bundan dolayi, Cg’in asimptotik azalmasi ylksek ve disuk sicakliklarda farkhdir. YUksek
sicakliklarda, azalma, ilmegin alani tarafindan belirlenirken, dislk sicakliklarda, uzunluguna
baghdir. Faz gegisi, bir tip azalmadan, diger tip azalmaya gegisi isaretler, ve esleklikten dolayi,
serbest enerjide ising modeliyle ayni tekilligi vardir.

Fizikteki ayar teorilerinin prototipi kuantum elektrodinamigidir (KEDI), eylemi

S = /ddx {w(i D+e A+m)b+ %(aﬂAy —8,4,)° (V1.33)

olarak verilir. ¢ spinor(, elektron i¢in Dirac alanidir, ve A 4-vektdr(, elektromanyetik potansiyeli
tasvir eder. «'in fazi gézlemlenebilir degildir, ve eylem, herhangi bir ¢(x) igin, ¢ — %4 ve
A, — A, — 0,0 ayar simetrisi altinda degismez. Z, aJ ayar teorisi, QED'nin Ising benzeri
olarak dusunulebilir, ki bag spinleri, elektromanyetik alan rolini oynar. s; = +1 spinlerini, agin
konumlarina yerlestirerek ‘madde’ alanlarini dahil edebiliriz. iki alan,

—BH=J siGis;+ K Gpopopap (V1.34)
(i) P

Hamiltoniyeni ile etkilesir, burada &;;, i ve j konumlarini baglayan bagin tzerindeki spindir.
Hamiltoniyen’in herhangi bir < konumundaki baglardan ¢ikan bitin baglar igin s; — (—1)s; ve
Oiu > —0j,, ayar simetrisi vardir.

AQ dogrultularindan birini zaman olarak disunirsek, birbirlerinde x uzaklikta iki pargacik
yaratip, ¢t kadar zamanda ilerletip, 0 zaman yok ederek, Wilson ilmegi elde edilir. Bdyle bir olayin
olasiligi, yaklasik olarak C, ~ e~V ifadesiyle verilir, U(z) iki pargacik arasindaki etkilesim
olmak lizere. Yiksek sicaklik fazinda, Cs iimegin alaniyla azalir, ki bu U (z)t = f(tanh K)|z|t
oldugunu ima eder. Elde edilen U (x) = f(tanh K)|z| potansiyeli, pargaciklari birbirine baglayan
bir sicim gibidir. Bu ayni zamanda, kuantum renk dinamiginde, kuarklarin hapis olmasini tasvir
eden potansiyel gibidir. Diigtik sicakliklarda, iimegin uzunluguyla azalma U (z)t ~ g(e‘sj()(|x|+
t) oldugu anlamina gelir. ¢ > |z| igin, potansiyel sabittir ve kuvvet yok olur. (Bu asimptotik
serbestlik, kuarklarin kisa mesafelerdeki davraniglarini tasvir eder.) Faz gegisi, ayar alanlari ile
parcaciklar arasinda taginan kuvvetin dogasinda degisim anlamina gelir.
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