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VI.LF Hayalet iimekleri Uzerinden Toplam

Yiksek sicaklik serisi yaklasik olarak, Gaussiyan modeli yeniden Uretecek sekilde toplanabilir.
Bu iliski, Gaussiyan davranisin niye yiksek boyutlarda uygunalabilirligini daha iyi anlamamizi
saglarken, bir sonraki kisimda, iki boyutta seriyi tam olarak toplamamizin yolunu da hazirlar. d-
boyutlu hiperkubik agdaki ising modelinin bélisiim fonksiyonunun yilksek sicakliklardaki serisi

7 = Z K200 7% — 9N coshdN | % § (VI.35)
{o:}

ifadesinden elde edilebilir, burada S ag tzerindeki, agirliklari ¢ = tanh K’nin grafikteki baglarin
sayis! kuvveti olan, biitiin izin verilen grafikler Gizerinden toplamdir. izin verilen grafiklerin konum
basina c¢ift sayida bagi vardir. En basit grafiklerin, tek kapali ilmek topolojisi vardir. Baglantil
olmayan kapali ilmeklerden olusan grafikler de vardir. Kimulant agilimini hatirlayarak,

= = tek ilmek iceren grafiklerin katkilarinin toplami (V1.36)
olarak esitleyip,
S'=exp(E) = 1—|—;+§(:) +6(:) 4.
= 1+ (1 ilmek grafikleri) + (2 ilmek grafikleri) + (3 ilmek grafikleri) + - - -
(V1.37)

toplamini tanimlayalim.

Benzerliklerine ragmen, S ve S’ toplamlari 6zdes degildir: Bir sonraki kisimda daha de-
tayll tartisilacak olan, tek bir konumda kesisen ilmeklerle ilgili belirsizlikler vardir. Daha da
onemlisi, S’, belirli bir bagin birden fazla katki verdigi fazladan grafikleri icerirken, orijinal S
toplaminda, her ag bagi, ya 1 ya da ¢ carpani ile katki verir. Bunun ortaya ¢cikma sebebi, Z'yi
Zinci kuvvetine ylkselttigimizde, belirli bir bag ¢ defa katki vererek t* katkisini verebilir. Bir
bagindan birden fazla olmasi yaklasikligi ruhunda, ='da fazladan kapali yollara izin verecegiz,
ki bunlar ilmegi kapatirken, belirli bir bagin Gzerinden birden ¢ok gegildigi grafiklerdir. Nitel
olarak, S, monomer kacgarligi ¢ olan, kendinden kaginan polimer ilmeklerinden olusan bir gazin
bélislim fonksiyonudur. Kendinden kagma kosulu, S”’da ihmal edilmistir, ki bu ylGzden, hi¢ bir
sorun olmadan birbirleri icinden gegebilen, hayalet polimer ilmeklerden olusan gaza karsilk
gelir. Ag Uzerinde, kapali rastgele ylrime ile, gesitli sekillerdeki ilmekler olusturulabilir, ve hay-
alet ilmeklerin karsilik gelen serbest enerjisi

S = 3 a izerindeki bitiin kapali rastgele yirimeler x ¢Ydrdyisin uzunliugu
¢
= Z %(Z adimli ve 0 da baslayip biten kapali yirimelerin sayisi) (VI1.38)

¢

Yayginligin garanti olduguna dikkat edin, ¢lnk (sinir etkilerine kadar) ayni ilmek, ag tzerindeki
herhangi bir noktadan baslayabilir. Genel 1/¢ ¢arpani, ¢ uzunlugundaki bir ilmegin ¢ farkli nok-
tadan baslayabilecegini gézénine alir.

88 www.acikders.org.tr



istatistiksel Mekanik l%( Ders Notlari

Ag Uzerindeki bitin olasi (hayalet) rastgele yirlyUsleri saymak igin bir aktarma matrisi
ybéntemi kullanilabilir. Bir kime N x N matrisi tanimlayalim

(i| W(¢)|j) =jdeniye ¢ adimdaki yirtyUslerin sayisi (V1.39)

ki bunlar cinsinden, denklem VI1.38

lnS' 1 tt
=S LW o) (V1.40)
¢

halini alir.  Fazladan 2 carpani, ayni ilmegin, iki zit yonlerdeki iki rastgele ylriyusle
gegcilebileceginden dolay! eklenmigtir. Benzer sekilde, spin-spin bagdasiklik fonksiyonu

(0(0)o(r)) = % S 0 (0)o(r) [[(1 + toioy) (V1.41)
{oi} (ig)

ag Uzerindeki 0 ile r noktalarini birbirine baglayan yollar Gzerinden bir toplamla iligkilidir.
iki noktay direkt olarak birbirine baglayan basit yollara ek olarak, fazladan kapal iimekler
iceren baglantisiz grafikler de vardir. Ayni, yollar arasindaki her tirli kesismeye izin veren
yaklastirmada, S’ bolisim fonksiyonu, denklem VI.41’in pay ve paydasindan carpanlarina
ayrilabilir, ve

r)) ~ Y t'{r| W(0) | 0) (V1.42)
l

Hayalet yollarinin ag tzerinde sayimi, Markov 6zelliklerini kullanarak kolayca yapilir. Bu
Ozellik, rastgele ylrlytstn her adiminin, son konumundan yapilmasi ve énceki adimlardan
bagimsiz olmasidir. Dolayisiyla, yiriyislerin sayisi yinelemeli olarak sayilabilir. ilk dnce, 0'dan
r ye, £ adimda herhangi bir yrlyQs, 0'dan r”’ne ¢—1 adimlik bir ylrliyUs ve ardindan r”’den r’ye
tek adimlik bir ylrlyUs olarak elde edilebilir. Aradaki noktanin bitlin olasi konumlari Gzerinden
toplayarak

| W@ o) = Y (| WD) |r)x ' |W(E-1)]0)

1.l

= (r|TW(—-1)]|0) (V1.43)

elde ederiz, buradaki toplam iki matrisin carpimina karsilik gelir, ve T = W (1) olarak tanimladik.
Yinemele islemi strdirdlebilir ve

W) =TW({E—1)=TW({t—-2?>=.-..=T" (V1.44)

elde ederiz. Bundan dolayi, bittin rastgele yirlyUsler T aktarma matrisi ile yaratilirlar, ki ele-
manlari

. .
T2 = { 1 rver’ enyakin komsular ise (V1.45)

0 diger durumlarda
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(Ayrica yakinlik, veya baglanirlik matrisi olarak da bilinir.) Ornek olarak, d = 2'de
(z,y | T | ', y/> = 6y,y’(5x,x’+1 + 5:87.27/*1) + 5x,x’(5y,y’+1 + 5y,y’71) (V1.46)

ve T, | z,y) = d,00y0dan baglayan bir yurliytclye arka arkaya uygulaninca,
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seklini turetir. Her konumdaki deger, ¢ adimdan sonra o noktada biten yiriyUslerin sayisidir.

Rastgele ylrimelerin, gesitli 6zellikleri, T matrisini kdsegenlestirerek elde edilebilir. Agin
dtemele simetrisinden dolay!, bu, (r | q) = ¢@*/+/N Fourier bazinda elde edilir. Ornek olarak
d = 2'de denklem VI.46°dan basglarsak,

@y |T | qeayy = > @yl T2 9"y | o ay)
ﬂfl,y/

1 ) ) . ) ) .
ety (gl (z+1) | Ligz(z—1) igex ( Ligy(y+1) iqy(y—1)
N {e (6 +e ) +e (e +e )}
1

= ﬁei(qzz+qyy) [2cosqy +2cosqy] = T(qe, qy) (T, ¥ | ¢zsqy) (V1.47)

oldugu gésterilebilir. d boyutlu hiperkiibik ag igin genellestiriimis 6z degeri

d
Q) =2 cosqq (V1.48)

olur.
Denklem V1.42'deki bagdasiklik fonksiyonu, simdi

oo

(o(r)o(0)) ~ Y e W) |0y =) (r| (tT)" | 0)
l ?
<r 1

ftT]o>:2<r|q>1_jT(q)<qo>
_ N / d'q ear _ / A ear (V1.49)

q
)4 N 172752& 1 COS (o )41 —2t3, cosqa

olarak hesaplanir. ¢+ — 0 iken, en kisa yollar en az enerjiye malolur ve (o(0)o(r)) ~ tI*l. ¢
artarken, daha uzun yollar toplama asil katkiyr vermeye baslar, ¢linki daha fazladirlar (yani,
entropik olarak daha avantajlidirlar). Sonunda, 1 — t7°(0) = 0 igin, yani 2d x t. = 1, bir tekillik
vardir, ki bu zaman uzun yollar 6nemli olur. ¢ < ¢. i¢in bélisim fonksiyonu kigik ilmekler
tarafindan tayin edilir, ve iki uzak noktayi birbirine baglayan polimer, gerginligi yizinden gerilir.
Kacarlik t.'yi gegtigi zaman, gerilim yok olur ve rastgele uzunluktaki iimekler yaratilir. Agikga,
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kesigimlerin ihmal edilmesi (ki bunlar sonlu yogunlukta sistemi kararlilagtirirlar) artik bu limitte
gecerli degildir. Bu gegis, yUksek sicaklik serisini gdsteren yollar dilinde, ising diizenlenmesinin
kendini gdstermesidir. YUksek sicaklik tarafindan gegise yaklasinca, toplamlar, gok uzun yollar
tarafindan belirlenirler. Bu nedenle, denklem VI.49°daki payda, kicik q igin
d
1—tT(q) =1-2t Y cosqq = (1 —2dt) +tg* + O(¢*) = t(6 2+ ¢* + O(¢*))  (VI.50)

a=1

seklinde acllabilir, burada

§

g 12
<1 tht) (VI.51)

Elde edilen bagdasiklik fonksiyonlari, (o(0)o(r)) o< [
elde edilenlerle aynidir, ve

(gi?d e'aT /(¢? + £72), Gaussiyan modelde

7“‘1%2 r<&igin . (n=0)
(¢(0)a(r)) oc{ LS Cign (V1.52)

Denklem VI.51°deki bagdasiklik uzunlugu ¢ ~ (t, — t)~'/2 olarak iraksar, yani Gaussiyan Usteli

v=1/2ile.
Denklem VI.40’taki serbest enerjiyi de
)
1 N [ diq
= 50 Im—m) [ 0)= =5 [ S0 a) (1~ T(@)(a |0)

_ —1/ddql 1—2t2dj (VI.53)
= 3/ @nys n 2 COS o .

In S’

1 ¢ 1 trt
= 2§£<ow<@|o>=2<o

14

olarak hesaplayabiliriz. t. = 1/(2d)'deki kritik noktanin yakinlarinda, logaritmanin argiimani,
denklem VI.50'den, (¢% + ¢72) ile orantiidir. Bu tipki Gaussiyan modelde oldugu gibidir, ve
daha 6nce de tartigildidi gibi, serbest enerjinin tekil tarafi

Frekil o< €4 o (te — 1) (V1.54)

olarak Olgeklenir. Isi sigasinin tekil kismi, iki defa tlrev aldiktan sonra elde edilen, « =2 — d/2
usteli tarafindan kontrol edilir. Denklemler VI1.49 ve V1.53'deki toplamlari hesaplarken, ¢ icin alt
sinir dikkatli hesaplanmamistir. Denklem V1.49°daki serinin ¢ = 0’dan, ve denklem VI1.53’dekinin
de ¢ = 1'den bagladigi varsayiimistir. Gergekte, iki serinin de ilk birkag terimi sifir olabilir, clinku
adim sayisi r'den 0’a yetisecek kadar, veya kapali bir iimek olusturacak kadar fazla degildir. ilk
birkag terim, serinin tekil davranisini etkilemeyecegi igin, bu énemli bir ihmal degildir. ilk birkac
terimi dlizglin olarak hesaplamak sadece denklemler V1.49 ve VI.53’te hesaplanan tekil yapiya
analitik diizeltmeler ekler.

Bu sonuglarin, Gaussiyan modele esitligi, alan-pargacik eslekliginin bir gérinimuddr. Alan
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teorik tasvirde, (sanal) zaman, ek bir boyut olarak ortaya ¢ikar, ve iki nokta bagdasikliklari,
bir pargacigin, bir uzay-zaman noktasindan bir bagkasina ilerleme olasihgini tasvir eder.
Dalga taniminda, bu olasilik, Schrédinger denklemi kullanilarak dalga fonksiyonunun evrimi
saglanarak hesaplanir. Alternatif olarak, bu olasilik, iki noktayi birbirine baglayan butin
(Feynman) yollarin, her biri dogru eylemle agiriklandirilarak, toplami olarak hesaplanabilir.
ikinci toplam, yukaridaki (o (r)o(0) hesabina benzer.

Bu yaklagim, faz gegiginin ilging bir geometrik yorumunu verir. Uzun erimli dizenin
olusmasi, sistemin bitin kisimlarinin ayni durumu sectigi anlamina gelir. Bu bilgi, en yakin
komsulari birbirine baglayan baglarla tasinir, ve orijinden r noktasina, bu iki noktayi birbirine
baglayan bltin yollarla taginabilir. ¢ kagarligi, komsu konumlar arasinda bilgi taginiminin
guvenilirliginin bir élcisudar. Tek boyutlu bir zincir boyunca, t = 1 degilse, tasinan bilgi
blylk mesafelerde azalir, ve uzun mesafeli dizen olusturmak imkansizdir. Daha yulksek
boyutlarda, ¢ok daha fazla yol vardir, ve bitiin yollardan gelen bilgileri toplayarak, ¢t < 1'de
diizen olusturmak momkiandir. ¢ uzunlugundaki yollarin sayisi (2d)¢ olarak buylrken, bilgi
igerikleri ¢’ olarak azaldii igin, gegis . = 1/(2d)'de olur. (Daha iyi bir yakinlastirma, rastgele
bir yUrtyisin geriye dénls yapamayacag! kosulunu kullanarak elde edilebilir. Bu durumda,
yariyuslerin sayisi (2d — 1)* seklinde biiylr.) ¢ uzunlugundaki yollardan gelen bilgiler (2dt)¢ ile
agirhklandirlirlar, ve ¢ < t. igin Ustel olarak azalirlar. Karakteristik yol uzunlugu £ = —1/In(2dt),
gecise yaklastikga, (t. —t)~!ile iraksar. ¢ < £ olan yollar igin, oldukga iyi bilgi gegisi vardir. Bu
tiir yollar, ag (izerinde rastgele ylriiyiis yaparlar ve ¢ ~ ¢'/? mesafesini alirlar. »’nun 1/2 Usteli
ile iIraksamasi, yollarin rastgele ylriime dogasinin bir sonucudur.

Klasik resim, d < 4’te niye basarisiz olur? Faz gegisi yakininda belirleyici olan yollara
odaklanalim. Bu tarz yollarin kesismelerini ihmal etmek gecerli midir? Rastgele yirimeler
fraktal (Hausdorf) boyutu df = 2 olan nesneler olarak digtnulebilir. Bu, bir nesnenin kiitle
ve boyutu arasindaki iliskiyi veren M o R% genel tanimindan, ve rastgele yiirllylsin boyu-
tunun (R o &), uzunlugunun (M o f) karekdki oldugu gézleminde elde edilir. Boyutlar d;
ve dq olan iki nicelik, d boyutlu uzayda, d; + d2 > d ise genel olarak kesisirler. Dolayisiyle,
rastgele yirlyUculerimiz d > d, = 2 + 2 = 4'de kesismeleri ihtimali zayiftir, ve yukaridaki,
kesismeleri ihmal ederek elde edilen (Gaussiyan) sonuglar asimptotik olarak dogrudur. Ust kri-
tik boyut 4’in altinda, rastgele yurtyUcdler, sik karsilasirlar, ve kesismeleri dogru olarak ince-
lenmelidir. ilerleticinin um? ile tedirgemeli hesabinda elde dilen diyagramlar, tam olarak yollarin
kesigsmelerini hesaba katmaya karsilik gelir. (Her u ¢arpani, bir kesismeye karsilik gelir.) Simdi
aciktir ki, kendinden kaginma kosulu, yollari rastgele ylriime boyutundan sisirerek v (stelinin
artmasina yol agacaktir. Gegigin altinda, yollarin uzunlugu, sinirsiz olarak biy(r ve kendinden
kacinma kosulu, sistemin kararlihgini saglamak igin gereklidir.

ilmek agilimi n-bilesenli spinler icin kolaylikla genellestirilebilir. Tek fark, her kapali iimegin
n garpani getirmesidir. Kesigsmelerin ihmal edildigi hayalet limitinde, serbest enerji (denklem
VI1.53) sadece n ile carpilirken, bagdasikhk uzunlugu degismez (tipki Gaussiyan modelde
oldugu gibi). Kesismelerden kaynakh diizeltmeler, ki d < 4’'de kritik davranisi degistiriler, artik
n’ye baglidir. Mesela, iki nokta bagdasiklik fonksiyonunu diizeltirken, rastgele yUrlydslerin,
ilimeklerle olan kesismeleriyle beraber (kacarligi n olan), kendileriyle kesismelerini ¢gikarmamiz
gerekir. llerleticinin, (i - 171)? terimi igin, tedirgeme serisiyle olan benzerligi, yine, agiktir.
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