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V.G Kare Ag ising Modelinin Tam Serbest Enetrjisi

Denklem VI.35'te belirtildigi gibi, ising modeli, ag tzerindeki yollar bitiinii (izerinden bir S
toplami ile ilgilidir. Kare bir ag igin izin verilen grafiklerin konum basina 2 veya 4 bagi vardir.
Her bag, grafikte sadece bir kere olabilir, ve ¢ = tanh K ¢arpani getirir. S’yi, tam olarak hesa-
planabilen, ag tGzerindeki bltlin olasi hayalet rastgele ytriyUsleri Gzerinden bir toplam olan S’
ile degistirmek cazip gelse de, bu, S’yi oldugundan fazla tahmin etmeye yol acar. Iki toplam
arasindaki fark, rastgele ylrtydslerin kesismelerinden kaynaklanir, ve iki sinifa ayrilabilir:

(a) Bir konumda kesisen, yani bir noktada 4 bag olan, grafikler Uzerinden tekrar sayim
vardir. Bir konumda karsilasan iki ilmekten olusan grafigi disinin. Bir yUriytcu, kesigim
noktasina geldiginde l¢ secenegi oldugundan, bu grafik, d¢ ayri rastgele yiriyls ile
gosterilebilir. Bir segenek, iki bagl olmayan ilmege yol agar, diger ikisi, kendini kesen
veya kesmeyen tek iimeklerdir.

(b) S”daki bagimsiz rastgele yuriytculer, belli bir ag bagindan birden fazla gegebilirler.

Bu kosullari dahil etmek, yollar Gzerinde etkilesimleri g6z 6nine almaya karsilik gelir. Elde
edilen etkilesen rastgele yUrtytcller, her adim, bir 6nceki adimdan ve diger ytrlyUcllerden
bagimsiz olmadigi i¢in, Markoviyen degillerdir. Bu tarz etkilesen yUrUyUsler, genelde, kesin
hesaplamaya uygun degillerse de, iki boyutta, ilging bir topolojik ézellik, asagidaki ifadeyi kul-
lanmamiza imkan tanir:

S = Z Hig¢ U déndsti olmayan biitlin rasgele yiriyusler toplulugu
«¢badlarin sayisi (71)kesi§melerin sayisl (V1.55)

Negatif isaretler, yuksek tahmini azaltip, kesin toplami mumkun kilarlar.

Ispat: Yukarida bahsettigimiz iki problemle sirasiyla ilgilenecegiz

(a) Gok kesigmeli bir grafige bakalim, ve belirli bir tanesine odaklanalim. Bir yiriyUcQ, bdyle
bir kesisime iki kere girip ¢ikmalidir. Bu, Ug¢ farkl sekilde yapilabilir ve sadece bir tanesi,
yUriytcinin kendi yolunu kesmesine karsilik gelir (ylrGylci kesisimden dogrudan kargiya
giderse). Bu dizilim denklem VI.55’e gére fazladan bir (—1) ¢arpani igerir. Dolayisiyla, diger
kesmelerden bagimsiz olarak, bu Ug dizilim, toplandiginda 1 ¢arpani ile gelir. Her kesisme nok-
tasinda ayni mantikla yaklasirsak, fazladan sayma promlemi ¢éziImis olur, ve grafigi batin
olasi sekillerde takip edisler tizerinden toplam, dogru bir garpanini verir.

(b) ki yUrliylicii tarafindan gecilen (ya da ayni yiriylicl tarafindan iki kere gegilen) bir bag
dustinelim. Bag, iki tarafi olan bir yol olarak hayal edebiliriz. iki yolun, yola ayni taraftan girip
¢iktigi her dizilim igin, yollarin zit taraflarindan girip ¢iktigi bir bagkasi vardir. Sonraki, yollarin
kesisimini icerir, ve dolayisiyla, bir dncekine kiyasla bir eksi isareti tasir. Iki olasilik birbirini
sadelestirir! Bu disinme sekli, herhangi bir bagdan coklu gegisler icin genellegtirilebilir. Tek
istisnasi, bu ikili bagin bir U dénlsi sonucu olustugu durumdadir. Denklem VI.55’de bdyle geri
adimlarin agik¢a diglanmasinin nedeni budur.
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U-déniisil yapmayan, ve agirhg (—1)kesisimlerin sayisi gan rastgele yariydctleri RW*
olarak gdsterelim. O zaman, denklem VI.37°deki gibi S’deki terimler

S

> (tek ilmekli RW*lar) + > (iki ilmekli RW*lar) + > (3 ilmekli RW*lar) +
= exp [ (tek iimekli RW-lar)| (VI1.56)

seklinde diizenlenebilir. RW*lar arasindaki tek etkilesim, kesisimlerle ilgili isaret oldugu igin,
istellestirme dogrudur. iki RW* iimegi, cift sayida kesistigi icin, bu hig etkilesmemekle denktir.
Denklem VI1.35'i kullanarak, tiim ising serbest eneriisi

InZ = NIn2+ 2N Incosh K + > tek ilmekli RW*lar x ¢oadlarin #, (V1.57)

olarak hesaplanabilir. Toplami, baglarin sayisi cinsinden organize edersek, ve ag lzerindeki
Oteleme simetrisini (sinirlardan dolayi diizeltmelere kadar) kullanirsak,

InZ 2 g = N
~ =l (2cosh? K ) + Z (0| W*(¢) | 0) (VI.58)
burada
(0| W*(¢)|0) = 0dan0’aU ddnlisl yapmayan, ¢ adimli kapali ilmeklerin sayisi
% (_1)kesi§melerin # (V1.59)

U dénlgsUmlerinin olmamasi, yerel bir kosul, ilmekleri saymayi daha da karmasiklastirmaz.
Diger yandan, kesigsmelerin sayisi, ilmegin tamaminin diziliminin bir fonksiyonudur ve
Markoviyan olmayan bir 6zelliktir. Neyseki, iki boyutta, kesismelerin sayisinin paritesi, yerel
incelemelerle elde edilebilir. ilk adim, ilmekleri, yénlendirilmis rastgele yiriyislerden, yolun
yUriindigi dogrultu yéninda bir ok koyarak belirtiimig, olusturmaktir. Her ilmek, iki yénde
yUrinebilecegi igin,

(0| W*(0) | 0) Zodan 0’a, U donust olmayan, ¢ adiml, yénlendirilmis RW* ilmekleri x (—1)"¢
(V1.60)

burada n., iimegin kendini kesme sayisidir. Simdi, agagidaki topolojik sonugtan faydalanabiliriz:
Whitney’in Teoremi: Dizlemsel bir halkanin, kendini kesme sayisi, teget vektérundn ilmigin
etrafinda dénmesi sirasinda déndiigi toplam © agisiyla

S
. _ (14 > V.61
(nc)mod » ( 27 ) mod 2 ( )

seklinde iligkilidir. Bu teorem, birkag drnekle kontrol edilebilir. Tek bir ilmek © = +27’ye karsilik
gelirken, tek kesme, © = 0 verir.
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Toplam © acisi, ylriylcinin her adimdaki dénmelerinin toplamina esit oldugundan,
kesigsmelerin paritesi, sadece yerel bilgiyi kullanarak,

) £
(-1 = e = exp fim (14 ;)] S PO (V1.62)

seklinde hesaplanabilir, burada 6;, ylriytcunin jinci adimda dondigd agidir, ki buradan

1
0| W*)|0) = —3 Z 0'dan 0’a, U donusslz, ¢ adimli, yonlendirilmis RW* ilmekleri

1
X exp <2 Z teget vektoriin agisindaki yerel de@igim) (VI.63)

Dénulen agi, eger yolun gelis ve gidis dogrultularini takip edersek, her konumda hesaplanabilir.
Bu amagla, her konumda disari giden 4 dogrultuyu géstermesi igin pn indeksini kullanacagiz,
mesela sag i¢in, © = 1, yukari igin ;= 2, sol igin ¢ = 3, asagi i¢in 4 = 4. Sonra, denklem
V1.39'u genellestiren, 4N x 4N matris kiimesini

(oya, pa | WH(O) | z1yr, 1) =Y, (w1,51)'den py yoniinde ayrilip, (z2,y»)'ye ulagtiktan sonra i

i £ .
yonlinde devam eden U doniigsliz, ¢ adimli, yonlenmis rastgele yurlytsler x e2 2= (VI.64)

olarak tanimlariz. Dolayisiyla, ue, ylrlytcinin hedefine ulastiktan sonraki yoninQ belirler.
Bazi yollar (—u2 yoninden gelen) disarida birakmak gerekir, ve ek fazlara yol agar. Denklem
V1.43'teki gibi, Markovian 6zelligini kullanarak, bu matrisleri yinelemeli olarak hesaplayabiliriz:

(@Yo, o | W*(0) | z1y2, p11)
= > (wayo, o | T | 2y ) @'y | W (= 1) | 11, ua)
x'y’ !
= (@ay2, pio | T*W*(0 = 1) | m1y2, p1) = (way2, p2 | T | @1y1,n)  (V1.65)

burada T = W*(1), ylrlyusin tek adimini tasvir eder. Gelme ydn0, yuriyicinin ayrildigr en
yakin komsuyu tek olarak belirler, ve iki yon arasindaki ag¢i, matris elemaninin fazini sabitler.
Dolayisiyla, denklem VI1.46y1 4 x 4’10k bir matrise, baglanirligi ve konum ciftleri arasindaki faza
dikkat ederek, genellestirebiliriz. Adimlar diyagramatik olarak sdyle goésterilebilir:

__>_> —;r : ‘1_
T } g U
T =
=2 L o~ [
L, - i - (V1.66)
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ve
@y | T | zy) =
(@ y |z+1,y) 'y |+ 17y>e%r 0 @y |z + 1,y>6_%
@y Jzy+1)e T @y ley+1) @y [zy+1)et 0
0 _ (@, y |x—1,y>e*%r (@' y |z —1,y) (', |$—1,y>e%r
@y |2y —1)et 0 @y |z,y—Ne 7 (@ |2,y —1)
(V1.67)

matrisine karsilik gelir, burada (z,y | 2',y') = 05210y,

Oteleme simetrisinden dolay, 4N x 4N matrisi, (zy | quq,) = e!%*+w¥) /\/N Fourier
bazinda blok késegenel bir hal alir, yani

Y (ay i [ T |2y, w2y | gegy) = (W' | TH(@) | 1)(2"y | ¢2gy) (V1.68)
Ty

Her 4 x 4 blok, q = (g2, ¢y) dalga vektori ile isaretlenmistir, ve

e ta e—i(qx—g) 0 e_i(%“‘%)
. i+ E) ey pi(w—F) 0
T"(q) = 0 (@) g i(e+E) (V1.69)
ei(Qy‘i’%) 0 ei(qy_%) eiQy

Orijinden baslayan yolun diizgiin bir iimegi tamamladigindan emin olmak igin, orijine varig
dogrultusu, ilk olanla cakismalidir. Butiin bdyle 4 yén (zerinden toplarsak, bdyle ilmeklerin
sayIsl

4
O W (0)0) = 300,50 | T [ 00.4) = - 3 g | T ) =z (1) (V1.70)
p=1

Ty, p

ifadesinden elde edilir. Denklem V1.58’i kullanarak, serbest enerji

nz 9 1t . 9 1 T
~ = In (2cosh? K ) —§§£7<0|W (€) | 0) = (2cosh? K ) — o2 h: ;
1 .
_ 2 — tT*
= In(2c0sh? K ) + o 21— ¢T7)
1 .
_ 2 . *
= In(2cosh? K) + 5 §qj izIn(1 — ¢T*(q)) (VL.71)

olarak hesaplanir. Ancak, 6zdegerleri {\,} olan herhangi bir M matrisi igin

IzZInM =) InAy =In[[ Ao = Indet M
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olur. Denklem VI1.71°deki g lizerinden toplami integrale dénlstirmek

InZ
HT = In (2(:osh2 K) +
1—tetar  —te~ia—%) 0 _te—ila+T)
d’q —te—@tE) | _tpe—ity  _pe—ilay—7F) 0
% /7 In ¢ det L ' A .
(2m)? 0 —tei(@=—7) 1 — telde —tetla=t7)
—tei(q?ﬁ%) 0 _tei(Qy*%) 1— teiqy

(VI.72)

verir. Yukaridaki determinantin hesabi agiktir, ve sonug

InZ 2 1 [ diq 212 2
~ = In (2 cosh K) + 3 / @) In [(1 +t%)* — 2t(1 — t°)(cos g5 + cos qy)} (VI.73)

olur. Trigonometrik 6zdeslikleri kullanarak, sonu¢ sadelestirilerek

Y n2a+ =
N T omety

InZ 1 /™ dgy .
- / ddzdg, In {cosh2 (2K) — sinh(2K)(cos ¢, + cos qy)} (VI.74)

—r (2m)2

elde edilir. integralleri hesaplayarak kapali bir ifade elde etmek miimkiinse de, son ifade hiper-
geometrik fonksiyonlar icerir ve daha fazla aydinlatici degildir.
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