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VI.H ki Boyutlu ising Modelinin Kritik Davranisi

Denklem VI1.73'teki iki boyutlu ising modelinin serbest eneriisinin tekilligini anlamak igin, VI.F
kismindaki, hayalet ilmekler Gzerindeki sinirlandiriimamis toplamla elde edilen daha basit ifa-
deden baglayacagiz. Denklem VI.53’e d = 2 durumunda bakarsak:
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fo=In (2 cosh? K) In [1 — 2t(cos g + cos q,)] (VI.75)
Logaritmanin argiimani disinda, bu ifade, tam sonuca benzer. Bu tiir benzer fonksiyonel form-
larin farkli tekil davraniglara yol agmasi mumkin muddr? Tekillik logaritmanin argiimaninin
t. = 1/4'da sifir olmasindan kaynaklanir. Bu noktanin civarinda, denklem VI.50'dekine benzer
bir agilm yapariz,

Aglt,q) = (1 —4t) + t> + O(¢") ~ L. <q2 + 4?) (V1.76)

burada 6t = t. — t'dir. Denklem VI.75’in tekil kismi, integrali alinan ifadenin q — 0 iken
davranisina odaklanarak elde edilebilir, ve integral alinan bdlge olan kare Brillouin bélgesini,
¢ap! A = 27 olan bir gemberle degistirirsek,
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Sadece ¢ = 0'da hesaplanan ifade tekildir ve

o = 5= (3 ) (7 (V1.78)

Elde edilen isi sidasi, Cg o< 9% fo/0t, 1/6t seklinde iraksar. Denklem VI.75, t > t. igin gegerli
olmadigi i¢in, soguk sicaklik tarafinda 1si sigasinin davranisini elde edemeyiz.
Denklem VI.73’teki kesin sonug icin, logaritmanin argiimani:

A*(t,q) = (1 + %)% — 2t(1 — t*)(cos g, + cos q,) (VI.79)
Bu ifadenin q = 0 igin en kiclk degeri

A*(1,0) = (14+12)? =4t (1 —t3) = (1 — t3)2 + 4t2 — 4t (1 —3) = (1 — 2 — 2t.)?
(V1.80)

Bu ifade (ve dolayisiyla logaritmanin argimani) higbir zaman negatif olmadigi i¢gin, integral
bltln ¢ degerleri icin vardir. Gerekli oldugu gibi, denklem VI.75’ten farkl olarak, kesin sonug,
butin sicakhklarda gegerlidir. Tekillik, argiman

242 -1=0, = t.=-1%2 (V1.81)
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icin sifir oldugunda vardir. Pozitif ¢dzim, bir ferromanyeti tasvir eder ve VI.D bélimuindeki
esleklik tartigmalari ile uyumlu bir sekilde, K. = In(v/2 + 1)/2 de@erini verir. 6t = t — t. alarak
ve denklem VI.79’u q — 0 civarinda agmak

A*(t,q) ~ [(—2t.—2)0t)* + t(1 —t2)g® + -
2
¢ +4 (ft) } (V1.82)
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verir. Denklem VI.76°dan 6nemli farki, (6¢/t.)’nin ikinci mertebede gelmesidir. Denklemler VI.77
ve VI.78'deki basamaklari takip edersek, serbest enerjini tekil kismi:
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olur. Isi sigasi, iki defa tiirev alarak elde edilir ve C(dt);gkj = A+ In|dt| seklinde iraksar. Logar-
itmik tekillik « = 0’a karsilik gelir; tepe simetriktir, A, /A_ =1 genlikleri ile karakterize edilir.

Kare agdaki ising modelinin tam béliisiim fonksiyonu ilk olarak 1944'te Lars Onsager
(Phys. Rev. D, sayfa 117) tarafindan hesaplanmigtir. Onsager, L genigligindeki bir agi incele-
mek igin 2° x 2F bir aktarma matrisi kullanmistir. Ondan sonra, matrisin gesitli simetrilerini
bulmustur, ki bunlar, matrisi kdsegenlestirmesine olanak vermislerdir, ve en blyilk 6zdegeri
L'nin fonksiyonu olarak hesaplamistir. Herhangi sonlu bir L igin, bu 6z deger, Frobenius’'un
teoreminin gerektirdigi gibi yozlasmamistir. L — oo limitinde, K.de en st iki 6zdeger yoz
hale gelir. Bu limitteki ¢6zim, dogal olarak denklem VI.74'teki ¢6zimle gakisir. Onsager’in
makalesi olduk¢a uzun ve karmasiktir, ve mathematiksel fizik de tour de force olarak gorulr.
Bir sekilde kolaylastinimig hali, B. Kaufman tarafindan gelistiriimistir (Phys. Rev. 76, 1232
(1949)), ve asagi yukari Huang'in 15inci boéliminde tdretilmistir. Bu kesin ¢6zim, ilk defa,
faz gecislerindeki kritik davranisin, Landau (ortalama alan) teorisinin gosterdiginden gok daha
farkli olabilecegini gosterdi. iki sonucu, RG ile uyum igerisine getirmek 30 yildan fazla aldi.

Bu bdlimde anlatilan grafik yéntem, ilk defa Kac ve Ward (Phys.Rev. 88, 1332 (1952))
tarafindan geligtirildi. Sonucun ¢ikarimindaki temel parga, yollarin dogru sayiminin, her
kesisme i¢in (—1) garpani dahil edilerek yapiimasidir. (Feynman’in bu varsayimi S. Sherman
tarafindan ispatlanmistir J. Math. Phys. 1 202 (1960).) isaret degistirme, fermiyonlar arasindaki
yer degistirme carpanina benzer. Gercekten de Schults, Mattis ve Liev (Rev. Mod. Phys
36, 856 (1964)), Onsager’in aktarma matrisinin nasil tek boyutta etkilesmeyen fermiyonlarin
evrilmelerini saglayan Hamiltoniyen olarak disinUlebilecegini gdsterdi. Pauli diglama ilkesi, iki
boyutlu uzay- zamanda, bu fermiyonlarin diinya gizgilerinin kesismesini engeller.

Bolugim fonksiyonuna ek olarak, (o;0;) bagdasiklik fonksiyonu da, yollar Gizerinden toplam
olarak hesaplanabilir (bkz. ltzykson ve Drouffe, Statistical Field Theory: 1). Denklem VI1.82'deki
q® + 4(8t/t.)? ifadesi, bu rastgele yiriyusleri tasvir ettigi igin, bagdasiklik uzunlugunun ¢ ~
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|t./d] olmasini bekleriz, yani faz gegisini iki tarafinda da genliklerinin oraninin birim olmasini
ve Ustelinin v = 1 olmasini. « ve v Ustelleri, hiperdlgeklenme bagintisi « = 2 — 2v ile birbirine
baghdir. t.deki kritik bagdasikliklar daha zordur ve (o;0;) ~ 1/]i —j|7, n = 1/4 olmak Uzere,
seklinde azalirlar. Bagdasiklik fonksiyonunun integralini almak, alinganhgi verir, ki v = 7/4 ve
Cy/C_ =1ile & ~ C4|0t|~7 seklinde iraksar. Sifir manyetik alan miknatisliginin
1/8

m = (1 - sinh=4(2)) " (V1.84)
seklindeki basit ifadesi Onsager tarafindan ispatlanmadan verilmistir. Bu sonucun oldukga zor
bir ¢ikarimi, sonunda, C. N. Yang (Phys. Rev. 85, 808 (1952)) tarafindan verilmigtir. 5 = 1/8
Usteli, gerekli Ustel 6zdeglikleri saglar.

100 www.acikders.org.tr



