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VII. Dasuik Sicakliklardaki Surekli Spinler
VIILA Dogrusal Olmayan os-Modeli

Daha 6nce, kesikli spinler icin (ising, Potts, vb.) diisiik sicaklik agiimini inceledik, ki bunlarda,
disUk enerji uyarimlari, kendiliginden kirilan simetri tarafindan segilen diizgiin bir fonda, yanlis
spin damlaciklandir. Bu uyarimlar, kiigik 6lgeklerde olurlar, ve ag Uzerinde grafiklerle kolayca
tasvir edilebilirler. Buna karsin, sdrekli spinler igin, distk enerji uyarimlari, [I.C bélimiinde
tartisildigr gibi, uzun dalga boylu Goldstone modlaridir. Bu modlarin termal uyarimlari, d < 2
boyutlarinda uzun erimli diizeni yok ederler. d, 2'ye yakin oldugunda, kritik olgular incele-
meKk igin, kritik sicaklk, diistk sicaklik agilimini gecerli bir ara¢ yapacak kadar kicik olmalidir.
Sirada gosterecegimiz gibi, bdyle bir yaklagim, Goldstone modlari arasindaki etkilesimleri takip
etmeyi gerektirir.

Agin konumlarinda, » bilesenli, birim spinleri diiglinin, yani

—e

5(1) = (1,82, -,8,), |5(3)|> =7 +---+ 52 =1 olmak Uizere (VII.1)

Her zamanki en yakin komsu Hamiltoniyeni
e _(54) - 5G))°
BH = K%S(l) s(j) = K% (1 5 (V1.2)

olarak yazilabilir. Dustk sicakliklarda, komsu spinler arasindaki salinimlar kiglktir ve
VIl.2'deki fark, gradyantla degigtirilebilir. Birim ag araligi varsayarak,

K n
B =~ — / dix (V3(x))? (VIL.3)
burada, kesikli i indeksi, siirekli x € R¢ vekidrii ile yer degistiriimistir. Dolayisiyla, A ~ =
sinirl, denklem VI1.3’te acik¢a yazilmamistir. Temel durum enerjisini ihmal edersek, bélisim
fonksiyonu

2= [D[505 (s ~1)] e £ Jxw? (VIL4)

olur.

Olasi bir temel durum konfiglrasyonu 5(x) = (0,---,1)dir. Dikine salinimlari tasvir eden
n — 1 Goldstone modu vardir. Sifir sicaklik yakininda, bu salinimlarin etkilerini incelemek igin

5(%) = (11 (%), 1 (%), 0(x) = (7(x), 0(x)) (Vi1 5)
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alalim, burada 7(x), n — 1 bilesenli bir vektdrdir. Spinin birim uzunlugu, o(x)’i, 7(x) cinsinden
belirler. Her serbestlik derecesi igin,

/ d55(s> —1) = / d7dod(n® + 0% — 1)

:/ d7rd05 U—M)(J‘Fm)} /002\/%

(VILB)

burada, d(ax) = d(x)/|a| 6zdesligini kullandik. Bu sonucu kullanarak, denklem VIl.4’teki
bdlistiim fonksiyonu,

7 DR(X) & [ aix[(va)2+(VV/I=n?)?]
V1 —m(x)?

/Dﬁ(x) exp{—/ddx[ (VA + = (v\/ﬁ) P in(1 —7r2)]} (VI1.7)

olarak yazilabilir. Agdan sireklilige gecerken, agdaki noktalarin yogunlugunu p = N/V =
1/a kullandik. Birim ag arali§i igin p = 1'dir, ancak renormalizasyon igin p’yu keyfi tutacagiz.
Ik Hamiltoniyen oldukga basit oldugu halde, #(x) Goldstone modlarini tasvir eden, olduk¢a
karmasiktir. Belirli bir temel durum segerken, donme simetrisi kirilmisti. Denklem VII.7°deki
dogrusal olmayan terimler, sadece 7'yi gbz 6nl aldigimizda, simetrinin dogru olarak yansitil-
masini saglarlar.

Etkin Hamiltoniyendeki, dogrusal olmayan terimleri 7(x) cinsinden agarak
BH[7(x)] = BHo +Ur +Us + - -- (VI1.8)
serisini elde ederiz, burada
BHo = % / dlx (V7)? (VIL.9)
birbirlerinden bagimsiz Goldstone modlarini tasvir ederken
up:/w&[§@AVﬂ2—pﬂ} (VIL10)

serideki terimler T = 1/K’nin kuvvetleri cinsinden ayarlaninca, ilk mertebeden tedirgemedir.
Salinimlarin (72) o T olmasini bekledigimizden, 3H, bir mertebesinde, i, 'deki iki terim 7" mer-
tebesinde; geri kalan terimler de 7?2 veya daha yliksek mertebededir. Fourier modlari dilinden

d
o = 5 [ Gt

d?qid?qpd?
U = -3 /1(27r)32d013 o(q1)Ta(q2)ms(qs)ms(—a1 — a2 — q3)(qu - q3)

d
/ T 22 (VIL11)
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Etkilesmeyen (ikinci mertebe) teori icin, Goldstone modlarinin bagdasiklik fonksiyonu

Sa,5(2m)%5% q + q')

(ma(@)ms(d))o = K (VIL.12)
olur. Sonug olarak, gercek uzaydaki salinimlar
_ [ d% . C(n=1) (Ve dlg 1 (n—1) Ky(a®? - L*9)
(r(x)?)o = / (27r)d<| #(q)? |)o = e /1/L eifE~ K @2
(VI.13)

olarak davranirlar. d > 2 igin, salinimlar gercekten 7°den bagimsizlardir. Ancak, d < 2 igin,
L — oo iken iraksarlar. Bu d < 2 igin uzun erimli diizenin olamayacagi (zerine Mermin-
Wagner kuraminin bir sonucudur. Polyakov (1975), bunun bdyle sistemlerde kritik sicakligin
T. ~ O(d — 2) oldugu anlamina geldigini, ve T"nin kuvvetleri Gzerinden bir RG agilhmi, iki boyut
yakinlarindaki kritik davranigi incelemenin sistematik bir yolu olabilecegini iddia etmistir. Te-
dirgemeli bir RG olusturmak igin, A yarigaph bir Brillouin bélgesi dustinun, ve modlar 7(q) =
7<(q) + 7 (q) olarak bélelim. #< modlar, 0 < |q] < A/b momentumlarini igerirken, mo-
mentumu A/b < |g] < A kabugunda olan kisa dalga boylu 7=~ salinimlari (izerinden integral

alacagiz. T mertebesine kadar, kabalastiriimig Hamiltoniyen
BH [7<] = V&) + BHo [7<] + Uy [ +77])g + O(T?) (VIl.14)

olur, burada ( ), 7~ Uzerinden ortalamayi gbstermektedir. Denklem VII.11'deki p ile orantili
olan terim, iki katki verir, biri serbest enerjiye sabit bir katkidir ({(7>)2) teriminden), ve digeri
sadece p(7<)?'dir. (7<-7> gapraz terimi simetriden dolay1 yok olur.) 4;’in dérdlincl dereceden
kismi 16 terim yaratir. Banal olmayan katki iki 7< ve iki 7> carpimindan elde edilir. Ug tip bdyle

karki vardir; ilki

-K / d?q1dqadiqs ( )
2 (27r)3d q1-qg3

(1o (a1)7g (42))g 5 (as)75 (—a1 — a2 — qs) (VIL.135)

Uiy = 2x

seklindedir. q; kabuk momentumu Uzerinden integral tektir ve katkisi sifirdir. (farkli o ve
indeksli terimlerin eslesmesinden gelen benzer iki terim sifir verir). Sonraki terim, p’nun renor-
malizasyonudur, ve
0> _ K [dlad'adiqy
), = -3 @mpd (4 B)
>

(w2 (@) (as) ), ma (a2)ms (—ar — a2 — @)

K A/ ddq . A 9k k2
= ‘ﬂ_<( )2 X/ d >

A (2m) Kk

= 7<(@))? x (1-b"%) (VII.16)
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ifadesinden gelir. (Genelde p = N/V = [ d%q/(2r)? olduguna dikkat edin.) Son olarak, K’nin
renormalizasyonu

K [ d'qid?q3diqs
<u1c>0> = 9 (27T)3d (a1-qs3)

(73 (@2)m; (—an — g — q3)>; o (1) (as)
AJb gd
_ f;/o (gw?dq2ﬁ<(q)|2 140 (VIL17)

ifadesinden gelir, burada

(VI.18)

= [ Ly
BTZ o 2m)d k2 (d—2)

Denklem VIl.14’teki kabalastiriimig Hamiltoniyen, simdi

7 K I AL qdg
<] = ) Ly d 2) =< (|2
BH[RS] = Vof, +Vaf, + <1+K>/O (27r) 17<(q)|
dd dd dd
+ / QI27:1§d B or<(qu)m o (a2)75 (a3)75 (a1 — g2 — q3) (a1 - q3)
AJb dd
P =< 2 —d )
-5 1-(1-
2 ), (%)d\w (@ x [1- (1= b"D] +O(T?)
(VILL19)
ifadesine esittir. Kabalastirmanin en 6nemli sonucu, elastik katsayinin K’dan
K=K (1 + Idf((b)> (VI1.20)

ifadesine degismesidir.

Yeniden olgeklemeden, x’ = x/b, ve renormalize etmeden, 7/(x) = #<(x)/¢ sonra, gergek
uzayda, renormalize edilmis Hamiltoniyen

o1 d—2 -2
—BH = -V -Vff - Kb ¢ /ddx’ (V'n')?
Kbd72<4 doli=1/ ! -»/ pC d 2
_ T/d><(7r(x) #( /d 2L O(T?)  (VIL21)

olarak verilir. Yeniden 6lgceklenme carpani ’yi elde etmek igin en kolay yontem, spinlerin dénme
simetrisinden faydalanmaktir. Kisa dalgaboylu modlar tizerinden ortalama alarak, spin

>

<§>; <(7r1<+771>,~-~, 1—(7?<+7?>)2>>0

_ (- (7<)? <<ﬁ>>2>> )
= Ty, 1 — — 4+
( (5,
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= (1 — <(ﬁ;)2>> + O(T2)> (ﬂf, sy /1 — (ﬁ<)2) (VIl.22)

olarak bulunur. Dolayisiyla,

o>\2\ 2 _

c=1- (TN Loy == DI | o (VI1.23)
2/, 2 K

olarak, kabalastiriimis spin uzunlugunu belirleriz. Denklem VII.21'deki renormalize edilmis

ciftlenim sabiti,

K = vVCPK
= pi2 [1 I 1Id(b)} K [1 + 1Id(b):|

2K K

g 21(0) + O <1>] (VIl.24)

_ pd—2
= b K{1— =

ifadesinden elde edilir. Cok kig¢uk bir yeniden élcekleme igin, b = (1 + 6¢), kabuk integralinden
Ii(b) = K4A425¢ (VI1.25)

elde edilir. Dolayisiyla, denklem VI1I.24’e karsilik gelen diferansiyel yineleme bagintisi

% — (d— 2)K — (n — 2)K A% (VI1.26)

olur. Alternatif olarak, lgeklenme sicakhgi 7= K !

dT 1 dK

- = —— = — — 2 _ d—2m2 ]

7, 702 i (d—2)T + (n—2)KqA“™T (VI1.27)
olur. RG altinda ¢4 ’deki iki terimin katsayilarinin de evrimini takip etmemiz gerekiyor gibi
gOrinebilir. Gergekte, kiresel simetri, dérdiincl dereceden terimin katsayisinin, bitin mer-
tebelere kadar K ile ayni olmasini saglar. ikisi arasindaki gériinen fark O(7?) mertebesindedir,
ve bu mertebeden bitin terimler dahil edildiginde ortadan kalkacaktir. 4 ’'deki ikinci terim,

sadece noktalarin yogunlugunu takip eder, ve banal renormalizasyonu vardir.

RG altindaki sicakhgin davranisi d = 2'da biyUk 6lgtide degisir. d < 2 igin, dogrusal akis
her zaman sifirdan uzaga dogrudur, ki dizenli fazin kararsiz oldugu ve kirilan bir simetrinin ol-
madigi anlamina gelir. d > 2 igin, kiigiik T"ler sifira geri akar, ki diizenli fazin kararh oldugu an-
lamina gelir. d = 2 igin akislar, n = 2'de isaret degistiren, ikinci mertebeden terimler tarafindan
kontrol edilir. n > 2 igin, akis, ylksek sicakliklara dogrudur, ki Heisenberg ve daha ylksek
spinli modellerin karasiz oldugu anlamina gelir. n = 2 durumu belirsizdir, ve aslinda, dt/d¢'nin
bitlin mertebelerde sifir oldugu gosterilebilir. Bu 6zel durum sonraki bdlimde daha detayli
tartigilacaktir. d > 2 ve n > 2 igin,

€ 2me

= (n—2)K4A2 ~ (n—2) +0(e) (VI1.28)
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sabit noktasinda bir faz gecisi vardir, burada € = d — 2, kligik parametre olarak kullaniimistir. e
mertebesindeki yineleme bagintisi

ar (n—2)_,
= —eT + o T (VI1.29)
olarak verilir.
Sabit noktanin kararlihgi, dogrusallastiriimig yineleme bagintisi ile belirlenir:
doT -2
— = {—6 + MT* 0T = [—€+2€| 0T = 6T, — y=¢ (VI1.30)
dé T 7T

Termal 6zdeger, ve elde edilen Usteller v = 1/e ve a = 2 — (2 + €)/e = —2/¢, bu mertebede
n’den bagimsizdir.

Manyetik alinganlik, —# - [ d¥x5(x) terimini Hamiltoniyen’e ekleyerek elde edilebilir. RG'nin
etkisi altinda, »’ = b%Ch = b¥»h olur, burada

n—1
2K

por = pl [1 — Id(b)] (VIL31)

olarak tanimlanmigtir. Cok kigik bir yeniden élgekleme igin

14 ypdl = (1 + dor) <1 _n= 1T*KdAd26€) (VI1.32)
ve
_,_on=1l . n=3 2
un = d z(n_2)€—1+2(n_2)6+0(6) (VI1.33)

elde ederiz, ki n’ye baghdir. Ustel 6zdeslikleri kullanarak,

€

-2

n=2+d -2y, =~ (VI1.34)

buluruz. 4 — d agihminda, en digik mertebede, » Usteli sifirdir, ancak iki boyut civarinda, ilk
mertebede ortaya ¢ikar. Bu mertebede hesaplanan degerler cok tatmin edici degildir.
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