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VI.LB XY Modelinde Topolojik Kusurlar

Onceki béliimde belirtildigi gibi, kinlmis stirekli simetrisi olan iki boyutlu sistemlerde, Gold-
stone modlarinin termal uyariimalari, kendiliginden diizeni yok ederler. Dogrusal olmayan o-
modelinin RG incelemesi, n-bilesenli spinlerin gegis sicakliginin ¢ = (d — 2) — 0 giderken
T* = 27e/(n — 2) seklinde sifira gittigini dogrular. Ancak, ayni RG iglemi, n = 2 igin farkli
bir davranis énerir gibi gérandr. iki boyutlu XY modelinin (n = 2) ilk garip davranis belirtisi,
ylksek sicaklik serisinin Stanley ve Kaplan tarafindan 1966’da incelenmesinde gériindi. Seri
sonuglari, alinganligin, sonlu sicaklikta iraksadigini kuvvetle énerdi, ki bu simetri bozulmasinin
olmamasiyla goriintste celisir. Gergekten de bu celiski, Wigner'i simetri kirllmasi olmadan faz
gegcisi olasiligini incelemeye itmistir. VI.E bdlimde ¢ boyutlu ising modelinin eslegi olarak
tartisilan Z, ag ayar teorisi, bdyle bir olasiligi gergeklestirir. Z, ayar teorisinin iki fazi, uygun
bagdasiklik fonksiyonunun (Wilson ilmegi) farkli fonksiyonel azalma sekli ile karakterize edilir.
Benzer sekilde, biz de XY modelinin spin-spin bagdasiklik fonksiyonlarinin yiksek ve disik
sicakliklardaki asimptotik davranislarini inceleyebiliriz.

Ag Uzerindeki XY modelinin bagdasiklik fonksiyonlarinin yiksek sicaklik agihmi

> = 1 al 27rd0i .. _cos(0;—0;
<SO . 5r> <COS(90 - 0r)> = E H (/0 27‘() COS(90 — er)eKZ<’L«,J> (0:=0;)

i=1
N * 40,
- ;lzl_[l (/02 Céi) cos(bo — 6:) [ [1 + K cos(6; — 6;) + O(K2)}

<>

(VI1.35)

Bélusim fonksiyonu igin acilim da, cos(6p — 6;) ¢arpani diginda benzerdir. K’da en dusik
mertebede, ag Uzerindeki her bag, ya bir ya da K cos(#; — 6;) carpani getirir.

2m

/ D1 os(8y — 05) = 0 (VI1.36)
0o 27

oldugu icin, bir i¢c konumundan tek bir bag ¢ikan grafikler sifir olur. Denklem VI1.35’in payinin

sifir olmamasi icin, 0 ve r’deki dis noktalardan baslayan baglar olmasi gerekir. iki bagi olan i¢

noktalar Gzerinden integal alinca

2
/ ? cos(01 — 02) cos(0s — 03) = %Cos(el —6y) (VI1.37)
0

™

bulunur. Denklem VII.35’e katki veren ilk diyagram, 0 noktasini r noktasina baglayan (r uzun-
lugundaki) en kisa yoldur. Son noktalar (izerinden integral almak

2% 1606, , 1
/0 oz os(lo— 6 = 3 (VI1.38)

verdigi i¢in, yol Gzerindeki her bag (K/2) katkisi yapar. (Bolisim fonksiyonu igin grafikleri
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olustururken, her ilmek igin fazladan bir 2 carpani vardir.) Dolayisiyla, en disik mertebede,

K\" 1
< . < ~ _ — _T/§ >~ Il .
(S0 - 8r) ( 5 ) e s & n(2/K) olmak lzere (VI1.39)
olur ve diizensiz yiksek sicaklik fazi, bagdasikliklarin Gstel azalmasiyla karakterize olur. (Bu
acikga, bitln spin sistemleri icin geneldir.)

DusUk sicakhklarda, temel durum etrafindaki kiigik salinimlarin masrafi ikinci dereceden
agihmla elde edilir, ki stireklilik limitinde K [ d4x(V#)?/2 verir. Gaussiyan integralinin standart
kurallari

(5o - 52) = <9feei<90*9r>> = Rexp {; (60— er)2>} (VI11.40)

verir. Iki boyutta, Gaussiyan salinimlari

5 (G0 —0:7) = o (1) (VIl.41)

seklinde buylr, burada a kisa mesafe sinindir (ag araligi mertebesinde). Dolayisiyla, disik
sicakliklarda,

1
(50 - 5o ~ (;‘) e (VI1.42)
yani, bagdasikliklarin azalmasi dstelden ziyade, cebirseldir. Bagdasikliklarin kuvvet yasasiyla
azalmasi, 6z-benzerlik anlamina gelir (bagdasiklik uzunlugu yok), ve genellikle kritik nokta ile
iligkilidir. Burada, agisal salinimlarin logaritmik blylimelerinden kaynaklanir, ki bu iki boyuta
has bir durumdur.

YUksek ve disik sicakliklardaki bagdasikliklarin farkli asimptotik azalmalari, sonlu sicaklik-
larda, iki rejimi ayiran bir faz gegisi olasihgini yaratir. Ancak, yukarida ileri siiriilen argimanlar,
XY modeline 6zel degildir. Herhangi bir slirekli spin modeli, yiksek sicaklilarda bagdasikliklarin
Ustel azalmasini gosterirken, dislk sicaklik Gaussiyan yaklasikhgindan kuvvet yasasi azal-
masini gosterir. Gaussiyan davranisinin, sonlu sicakliklarda da oldugunu gdéstermek igin,
gradyant agihimindaki ek terimlerden etkilenmedigini ispatlamamiz lazim. [ d?x(V6)* gibi
dérdiincli dereceden terimler, Goldstone modlari arasinda etkilesimleri yaratirlar.  Onceki
bélimde, bu etkilegimlerin énemliligi, dogrusal olmayan o-modelinde incelenmisti. d = 2'deki
sifir sicaklik sabit noktasi butiin n» > 2’ler i¢in kararsizdir, ancak gorinugste, n = 2'de kararldir.
(n = 2'de sadece tek bir Goldstone mod dali vardir. n > 2'de farkli dallardaki Goldstone modlari
arasindaki etkilesimler, ylUksek sicakliklara dogru kararsizliklara yol agarlar.) XY modelinin
dusuk sicaklik fazinin, sonlu bir miknatislanmaya eslik eden gercek uzun erimli diizene kargit
sanki-uzun erimli diizene sahip oldugu sdylenir.

Sanki-uzun erimli dizenli fazin diizensizlenmesinden sorumlu mekanizma nedir? RG in-
celemesi, gradyant acilimindaki daha ylksek dereceden terimlerin &nemli olmadigini sdyledigi
icin, baska operatorlere bakmaliyiz. Gradyant acilimi, temel durum etrafindaki kdi¢lik bozul-
malarin enerji maliyetini tasvir eder, ve diizenli duruma sirekli olarak degistirilebilecek dizil-
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imler igin gecerlidir. Kosterlitz ve Thouless (1973), temel durumun basit bozulmalari olarak
disunilemeyecek topolojik bozukluklarin, dizensizlige yol actigini éne sirddler. Bir spinin
yOnelimini tanimlayan agi, 27’nin tam katlari kadar tanimsiz oldugu igin, kapali bir yol etrafinda
dolaninca, bu aginin 2zn kadar déndigi spin dizilimleri kurmak mimkindir. n, yol tarafindan
kusatilan topolojik ytiktir. Kesikli dogasindan dolayi, her tarafta dizgiin olan duruma, ki yiki
sifirdir, siirekli olarak degismesi mimkin degildir. (Daha genel olarak, topolojik bozukluklar,
dizen parametresini tasvir eden tiknaz bir guruba sahip butlin modellerde vardir.)

Temel bozukluk, veya girdap, birim yike sahiptir. Bozukluk merkezli bir cember etrafinda
tam doniince, spinin yonelimi +27 kadar degisir. Eger gemberin yarigapi, r, yeterince blyukse,
acinin degisimleri kigik olacaktir, ve ag yapisi ihmal edilebilir. Simetriden dolayi, V&'nin
degismez genligi vardir, ve gcember boyunca isaret eder (yani, cap vektériine diktir). Bozul-
manin genligi

do dd n
. _’: _— 2 = 2 _— = — .
}{ Vo -d5 = mr) =2, = =" (VI1.43)
ifadesinden elde edilir. V6 radyal bir vektér oldugundan,
ve:n<—%,+€,o) = 2ixz=-nVx(hr) (VIL.44)
T T T

olarak yazilabilir. Burada, 7+ ve Z sirasiyla, diizlemde ve one dik birim vektorlerdir, ve a x
b iki vektoriin vektdrel carpimini gdsterir. Bu (streklilik) yaklastirmasi, girdabin merkezinin
(cekirdeginin) yakininda gegersizdir, ki orada ag yapisi énemlidir.

n yUKIG bir girdabin, enerji maliyetine, ¢ekirdek bdlgesinden geldigi gibi, merkezden uza-
kta, gbrece diizgiin bozulmalardan da katki gelir. Gekirdegin igi ve digi ayirimi keyfidir, ve
basitlestirmek igin, iki bélgeyi ayirmak igin, a yarigaph bir gember kullanacagiz, yani

B, = BE%a) + % / Px(V0)?
= BE%a) + IQ(/GL(27TTCZT) (?)2 = BEY%(a) + TKn*In (2) (VI1.45)

Enerjiye asil katki, gekirdegin disindaki bélgeden gelir, ve sistemin boyutu L ile iraksar. Bozuk-
luklarin yiksek enerji maliyetleri, sifir sicaklik yakininda, kendiliklerinden olugmalarini engeller.
Tek girdapl bir dizilimin bélistim fonksiyonu

L\? L A

Zi(n) =~ (a) exp {—Bfg(a) —nKn%In (a)} =42(a) <a) (VI1.46)
olarak yazilabilir, burada (L/a)?, L? biytkligindeki bir alanda, olasi girdap konumlarinin dizil-
imsel entropisinden kaynaklanir. Girdabin enerjisi de entropisi de, In L seklinde blylr, ve
serbest enerji biri ya da o6teki tarafindan belirlenir. Dislk sicakliklarda (blytk K), enerji be-
lirleyicidir, ve Z;, tek girdapli dizilimlerin agiriginin bir élgiist, yok olur. Yeterince ylksek
sicakliklarda, K < K,, = 2/(wn?), entropinin katkisi, girdaplarin kendiliginden olugsmasini tegvik
edecek kadar biydktar. Sicakligi arttirdikga, ortaya ¢ikan ilk girdaplar K. = 2/7'de n = +1’e
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karslilik gelir. Bu noktadan sonra, sistemde bir stirli girdap vardir, ve denklem VI1.46 artik faydali
degildir.

K. = 2/x ¢iftlenim sabiti, sistemin topolojik bozukluklara kargi kararhhginin alt siniridir.
Bunun sebebi, daha blytk ciftlenimlerde, bozukluk ciftleri (cift kutuplar) ortaya ¢ikabilir. Ar-
alarinda +d mesafesi olan iki yik distinin. Gift kutubun merkezinden ¢ok uzaktaki bozulmalar,
r > d, bu iki girdabi Ust Uste koyarak elde edilebilir, ve

V9:V9++V0_zaf~v<r:z> (VI1.47)
ifadesi d/r? seklinde azalir. Bu bozulmanin integrali sonlu bir enerji verir, ve dolayisiyla,
¢ift kutuplar, her sicaklikta, uygun Boltzmann agirhgiyla ortaya gikarlar. Dolayisiyla, diigik
sicaklk fazi, sikica bagh cift kutup gazi olarak hayal edilmelidir. Giftkutuplarin sayisi (ve
boyutu) sicaklikla artar, ve yiiksek sicaklik durumu bagl olmayan girdap plazmasidir. ki
rejim arasindaki fark, ¢ > « boyutlarindaki buyik bir alandaki tipik net topolojik yukd, Q(¢)
inceleyerek aragtirilabilir. Ortalama yik her zaman sifirken, disik sicaklik fazindaki salinimlar,
sinirda duran cift kutuplardan kaynaklanir, yani (Q(¢)?) o ¢ Yiiksek sicaklik durumunda, her
isarete sahip ylk, herhangi bir kosul olmaksizin olugabilir, ve (Q(¢)?) x ¢2. (Wilson ilmeginin,
Zy ayar kuramindaki yliksek ve diisik sicakliklardaki farkli davranigina benzerlige dikkat edin.)

ki rejim arasindaki gegisi tasvir etmek icin, girdaplar arasindaki etkilesimi diizgiin sekilde
hesaplamaliyiz. Bozulma alani @ = V6, girdap kiimesinin varliginda, bir sivinin hizina benzer.
Girdaplarin olmadigi durumda, akis potansiyeldir, yani i = iy = V¢ ve V x iy = 0. Topolojik
yuk, V x i ile, herhangi kapali bir yol igin

7(71. d5 = /(d2xé) VX i (VI1.48)

olduguna dikkat edilerek iligkilendirilebilir, burada ikinci integral, yol tarafindan ¢evrelenmis alan
Uzerindendir. Sol taraf 27’nin bir tam kati oldugundan dolayi

VX i=2m2) nid*(x —x;) (VI1.49)

(2

ki {n;} yOkl0 ve {bfz;} noktalarindaki bir gurup girdabi tasvir eder. Denklem VII.49’a ¢6zim,
u =1y — V x (£1) alarak elde edilebilir:

V X U= ;3V21/)’ — Vglﬁ =27 Zni(SQ(X - Xi) (VI11.50)

(2

Dolayisiyla, ¢, {27n;} yUklerinden kaynakli bir potansiyel gibi davranir. G6ziim
h(x) :Zni In(|x — x;|) (VIL.51)

denklem VIl.44’teki gibi, potansiyellerin (st Uste eklenmesidir.
Dolayisiyla, herhangi iki boyutlu bir bozulma

@ =iy + i =Veo—V x (50) (VI1.52)
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seklinde yazilabilir, ve karsilik gelen “kinetik enerji”, BH = K [ d*x|i|?/2,
BH — / Px [(V6)? —2V6 -V x (1) + (V x 29)’] (VII.53)
seklinde ayristirlabilir. ikinci terim yok olur, kismi integrasyondan sonra
- / PxVe -V x (2) = / PxpV - (V x 2) (VII.54)

olur ve herhangi bir vektor igin, V - V x @ = 0’dir. Denklem VII.53’teki G¢lnci terim, V¢ =
(021, 041,0), ve V x (21)) = (—0yv, 0x¢,0)’1n ayni uzunlukta birbirlerine dik iki vektdr olduklari
kullanilarak sadelestirilebilir. Dolayisiyla,

BH = = / Px(V x 24) = / Px(Vi)? = —% / Pxh V2P (VI1.55)

buradaki ikinci 6zdeslik kismi integrasyondan elde edilir. Denklemler VII.50 ve VII.51°den

BH1 = —g/dzx (;niln(|x—x,|> (271'2”] x—x]>

= 727r2KanjC(xi - X;) (V11.56)
.3
elde edilir, burada C(x) = In(|x|)/2x, iki boyutlu Coulomb potansiyelidir. Yukaridaki sonugta,
i = jde, logaritmanin kiigik argimanlarindaki iraksamasindan dolayi, bir zorluk vardir. Bu,
sureklilik hesaplarinin kisa mesafede ise yaramamasindan dolayidir. Bir girdabin kendisiyle
olan etkilesimi sadece 3£ cekirdek enerjisidir, ve

BH1 =3 BES —4x® K'Y nin;C(x; — x;) (VII.57)

i 1<j

Boylece, sifir sicaklik yakinindaki XY modelinin, dizilim uzayi, farkli topolojik kisimlara
boélusulebilir. Her kisimdaki serbestlik dereceleri, spin dalgalarin tasvir eden ¢(x) alanina ek
olarak {n;} yukld, {x;} konumlu girdaplardir. Modelin bélisim fonksiyonu,

A

<i,j>

/D¢(X fdQ (Vo)? /d2X e Z ﬁgn +47r22 nanC(xl x;)
{ni}

H/ eXp[K Z cos(b; —0)]

K

= ZSAD.ZQ (V||58)

olarak yaklasik olarak hesaplanabilir, burada Zsp., spin dalgalarinin Gaussiyan boéllisim
fonksiyonu, ve Zg girdaplarin katkisidir. ikincisi, iki boyutlu Coulomb etkilesimi ile etkilesen,
yUkIli parcaciklardan olusan biylk kanonik gazi tasvir eder. Denklem VIL.55teki GH;
Hamiltoniyenini hesaplarken, kismi integrasyon yaptik. ihmal edilen ylizey integrali, aslinda,
(3>, n;) In L seklinde sistem boyutu ile biyr. Dolayisiyla, Z’nin hesabinda sadece toplamda
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ylksUz olan dizilimler dahil edilmigtir. Problemi, sadece, distk sicakliklarda, dusutk enerji-
lerinden dolayl daha olasi olan, n; = +1 olan temel uyarimlari, géz 6nine alarak daha da
basitlestiririz, yo = exp [-3€Y,] alarak,

o) N
Zo= > uw / [ ] &*xiexp [WK 3 4ig;C(xi — xj) (VI1.59)
N=0 i=1

1<j

burada ¢; = +1ve >, ¢; = 0.
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