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VI.C Coulomb Gazi icin Renormalizasyon Gurubu

Denklem VI1.58'deki iki blligim fonksiyonu birbirinden bagimsizdir ve ayri ayri hesaplanabilir.
Gaussiyan bolisim fonksiyonu analitik oldugu igin, XY modelindeki herhangi bir faz gegisi
Coulomb gazindan kaynaklanmalidir. Daha 6nce kisaca belirtildigi gibi, diistk sicaklik fazinda,
ylkler, sadece sikica bagl ciftkutup ciftlerinin kiicik yogunlugunda bulunur. Ylksek sicaklik
fazinda, ciftkutuplar, ayrisarak plazma olusturur. iki faz, birbirlerinde X uzakhginda, iki harici
yuk arasindaki etkilesimi inceleyerek ayrigtirilabilinir. Ortamda herhangi bir dahili yikin yok-
lugunda (yo = 0 igin), iki yik ¢iplak Coulomb etkilesmesi ile etkilesirler C(X). Kiglk yq igin,
sonlu bir i¢ yik yogunlugu, harici ytkleri kismen perdeler, ve test yUkleri arasindaki etkilesimi
C(X)/€a azaltir, burada € etkin dielektrik sabitidir. Yeterince blylk yo'da, yalitkandan metale
bir faz gecisi vardir. Metalik (plazma) fazinda, harici yUkler tamamen perdelenmigtir, ve etkin
etkilesmeleri Ustel olarak azalir.

Yukaridaki resmi nicel hale getirebilmek igin, x ve x”daki iki harici yikin arasindaki etkile-
simleri, yo kacarliginda tedirgeme ile hesaplayacagiz. En dlsik mertebede, iki dahili yik (y ve
y"’inde) igeren konfiglirasyonlara ihtiyacimiz var ve

efﬁV(X*X') _ 6747r2KC(x7x’) %

(1443 [ d2ydy’ein KOy )+ KICGy) =0y )=CO/ € Y]y O(yd)|
[1+ 42 [ d2yd?y'e4mKCY=Y") + O(yd)]

_ 6—47T2KC(X—X/) [1 + y(% / dzyd2y/e—47r2](c(y_y/) (647T2KD(X,x’§Y7y,) — 1) + O(yé):|

(VI1.60)

burada D(x,x’;y,y’), dahili ve harici ¢iftkutuplar arasindaki etkilesimdir.  Dahili yikler
arasindaki dogrudan etkilesim r = y’ — y araligini kiigik tutma egilimindedir. R = (y +y’)/2
kutle merkezini kullanirsak, y = R — r/2 ve y’ = R + r/2 degigkenlerini kullanabiliriz, ve kii¢lk
r’'deki ¢iftkutup-ciftkutup etkilesmesini acarsak

D(x,xy,y) = C’(X—R—i-;) —C(x—R—;) —C<x'—R+;>+C(x'—R—r)

= —r-VRC(x—R)+r-VRCO((X —R)+0O(r?) (VIL61)
Ayni mertebede,

A EDEXyY) 1 = —4n®Kr-VR(C(x —R) — C(x' = R))
+ 8r'K?[r - VR(C(x—R) - C(xX' —R))] +O(?%) (VI.62)

[ d*yd?y" — [ d*rd?*R degigken degisiminden sonra, etkin etkilegim
e*ﬂV(xfx’) — 6747r2KC(x7x’) { |:1 +y8/d2rd2Ref4ﬂ2KC‘(r)x

(~47’r- Vr(C(x ~ R) = C(x' — R)) + 87'K? [r - VR(C(x — R) - C(x' ~ R))]
+0(r*)) + Oyi)| } (VIL.63)
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d*r daki agisal integralleri takiben, r'da dogrusal olan terim yok olurken, (r - VR C)?nin agisal
ortalamasi 7?|VrC|?/2 olur. Dolayisiyla, denklem VI1.63,

’ 2
e—,@V(x—x) — o—4r KC(x—x') %

1+ 95 / (27rrdr)e4”2KC(T)87r4K2r; / &R (Vr(C(x -~ R) — C(x' - R)))* + O(Tﬂ

(VIL.64)
Kalan integral, kismi integrasyonla kesaplanabilir
/dQR [VeR(C(x —R) - C(x' = R))]’
S / PR(C(x ~R) ~ O(x ~ R)) (V?C(x ~R) ~ V’O(x' ~ R))
— / PR(C(x ~R) ~ O(x ~R)) (*(x ~R) - (x' ~R))
=2C(x —x') —2C(0) (VII.65)
Kisa mesafe iraksamasi, C(z) — In(x/a)/2x ile, uygun bir sinirin igine yedirilebilir, ve
V) — R 1 16 KO (x — x) [ drdPe RN 4 0y
(VI1.66)
ikinci mertebe terim Ustellestirilerek,
Kotkin = K — 4n* K30 [~ ary®27 1 0(yf) (VILE7)

ile fV(x — x') = 47° K gtkin

C(x — x') etkin etkilesimi elde edilir.

Bu sekilde, ortamin dielektrik sabitini, ¢ = K/Kgins y2 mertebesine kadar tedirgemeyle
hesapladik. Ancak, tedirgeme ile elde edilen duzeltme, r integrali buyuk r’lerda yakinsarsa
kiguktar. Tedirgeme kuraminin K < K. = 2/x'de gegerliligini yitirmesi, tam olarak, tecrit
edilmis bir girdabin serbest enerjisinin isaret degistirdigi noktada olur. Tedirgeme kuraminin
bu gecerliligini yitirmesi, Landau-Ginzburg modelinde d < 4 igin olanla benzer. O problemden
kazanilan deneyimi kullanarak, tedirgeme serisini, K ve y parametreleri igin renormalizasyon

gurubu olarak yeniden diizenleyecegiz.

Coulomb gazi icin RG olusturmak icin, denklem VII.59'daki béligsim fonksiyonunun iki
parametre (K, yo) icerdigine, ve agikga yazilmayan, girdaplar arasi en kugik mesafe ile ilgili
bir a siniri olduguna dikkat edin. Daha dnce de bahsedildigi gibi, girdabin i¢ ve dig bélgelerinin
ayirimi keyfidir. Gekirdek boyutunu ba’ya arttirmak, sadece gekirdek enerjisini, dolayisiyla o'l
degil, ayni zamanda K etkilesme parametresini de degistirir. ikincisi, iki giftkutup arasindaki
mesafenin a ile ba arasindaki degisiminin, ortamin dielektrik 6zelliklerini degistirmesinden kay-
naklanmaktadir. Kagarliktaki degisim, denklem VIl.46'da a’y1 ba ile degistirerek elde edilir:

jo(ba) = 0>y (a) (VIL.68)
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Her boyuttaki ciftkutuplardan dolayi degistiriimis Coulomb etkilesmesi denklem VII.67'de
verilmistir. (y2 mertebesine kadar tedirgeme hesabi, sadece giftkutuplari dahil eder.) a ve ba
araliginda boyu olan giftkutuplardan

ba

K=K {1 - (27r2K)/ (2mrdr) (y%e_‘l”zKC(r)) 7’2} (V11.69)

katkisini elde ederiz, burada, terimler, dielektrik sabitin standart hesabi ile olan benzerligi
ortaya gikaracak sekilde guruplanmistir. (Bir giftkutup yaratma olasiligi, kutuplasabilirligi ile
carpiimistir; 3 = (k1) Vin iglevi 272K tarafindan gorilmektedir.

Cok kiiglik b = e’ ~ 1 + ¢ segerek, denklem VI1.69
%( = A K2a* e + O(yd) (VI1.70)

denklemine dénlstlrilir. Kagarligr da dahil edersek, yineleme bagintilarini

dK—1 3 4,4 4
{ ddlyo = 4r°a Yo + O(yO) . (V”71)
= 2-7mK)yo+ O(yp)

olarak elde ederiz ki ilk olarak 1975'te Kosterlitz tarafindan elde edilmistir. dK~!/d¢ > 0 iken,
Yo igin yineleme bagintisi K. ! = 7/2'de igaret degistirir. K ~!'in daha kiglk degerlerinde
(yUuksek sicakliklar), yo 6nemliyken, daha kiclk sicakliklarda dnemsizdir. Dolayisiyla, RG akisi,
parametre uzayini iki bolgeye ayirir. Dusuk sicakliklar ve kigik yo, akislar yo = 0 ve Kgiin =
2/ olan sabit dogruda biterler. Bu, sadece sonlu boyuttaki ciftkutuplarin oldugu yalitkan fazdir.
(Dolayisiyla kabalastirma altinda y, yok olur.) Etkin Coulomb etkilegimin kuvveti, akislarin, sabit
dogru Gzerinde bittikleri nokta tarafindan verilir. Sabit dogruda bitmeyen akiglar, daha biyUk
K~ ve y, degerlerine giderler, ki burada tedirgeme kurami kullanilamaz. Bu, gokga girdap
iceren ylUksek sicaklik fazinin isaretidir. Faz diyagraminin iki bélgesini ayiran kritik yériinge,
(K1 = m/2,y0 = 0)'daki sabit noktaya akar. Gegisteki kritik davranigi bulmak igin, yineleme
bagintilarini, z = K~!—m/2 ve y = yoa? segerek bu nokta civarinda agin. En diislik mertebede,
denklem VII.71

dz _ 43,2 2,4
{ a Y +O(2”“"y Y ) (VIL.72)
T o= cxy+ 0%y, y°)

ifadesine sadelesir. Yineleme bagintisi, sabit nokta civarinda, 6ziinden dogrusal degildir. Bu,

bu zamana kadar karsilastigimiz dogrusal yineleme bagintilarindan farkhdir, ve elde edilen

kritik davranig da standart degildir. ik olarak, VII.72 denklemlerinin
da? 3,2, _ 1dy*

_ d, o 4,9\ _
T =8ry‘x =m 20 = df(x —my)=0, = =

2oty =c (VIL73)
alamina geldigine dikkat edin. Dolayisiyla, RG akislari, farkli ¢ degerleri ile karakterize olan
hiperboller boyunca hareket ederler. ¢ > 0 icgin, hiperbolin odagi y-ekseni Uzerindedir, ve
akiglar (z,y) — oc’a giderler. ¢ < 0 olan hiperbollerin odaklari z-ekseni Uzerindedir, ve
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y > 0 yari dizleminde iki dali vardir: « < 0’daki dallar, sabit dogruya akarlarken, x > 0 kad-
ranindakiler sonsuza akar. Sifira ve sonsuz y'ye akan akislari ayiran kritik yoriinge, ¢ = 0’'a
karsilik gelir, yani z. = —72y.. Bundan dolayi, kiigiik fakat sonlu bir 3o kagarhdi, kritik sicakhg,
Kt =n/2 — m?ypa® + O(yd)’ye indirir.

Orijinal XY modeli cinsinden, dusik sicaklik fazi, Kqyin = lim—.o K(¢) > 2/7 olan sabit
noktalardan olusan bir dogru ile karakterize olur. Bir sabit noktada, bagdasiklik uzunlugu yoktur,
ve gercekten, faz uzayindaki bagdasikliklar bir gli¢ yasasi ile azalirlar, (cos(f, —cosfg)) ~ 1/r",
burada n = 1/(27 Kgiin) < 1/4. DUslk sicaklik fazinda, ¢ parametresi negatif oldugu, ve kritik
noktada sifir oldugu igin, gegise yakin bolgede, ¢ = —b2(T. — T) olarak belirleyebiliriz. Baska
bir deyisle, baglangig noktalarinin yériingesi (zo(T), yo(T)) dogrusunu takip eder. Elde edilen
c = a3 — Yy o (T. — T), faz gegisine yakinhigin dogrusal bir dlglistidir. Renormalizasyon
altinda, bdyle yoriingeler, y = 0 ve x = —b\/T. — T noktasindaki bir sabit noktaya akarlar.
Dolayisiyla, gegisin civarinda, etkin etkilesme parametresinin

Ketkin = % - %eliglo z(f) = % + % T.—T (VI.74)
bir karekok tekilligi vardir. Sertlik Kgikin, Superakiskan filmler tzerindeki deneylerde olclebilir.
Siiperakiskan fazda, diizen parametresi, yogusma dalga fonksiyonudur w(x) = We®. 6
fazindaki degisimler, stiperakigkan kinetik enerjiyi verir

272 212
M= /ddxw* (-h v )¢ - Z: /ddx(V9)2 (VI1.75)

2m

burada m, pargaciklarin (helyum 4) kuitlesidir. Karsilik gelen XY modelinin sertligi
K = h%ps/(2mkpT) olur, burada p, = ®2, slperakigskan yogunlugudur. ps yogdunlugu,
burulma salinicisinin eylemsizlik momentindeki degisiklik incelenerek 6lgullr; superakigkan
kisim, psm, slrtinme hissetmez dolayisiyla, salinmaz. Bishop ve Reppy (1978), ps'i bur-
gusal bir silindirin etrafina sariimig gesitli slperakiskanlari (farkl, helyum 3 yogunlugu, vb.)
incelediler. Etkin sertligi, sicakhgin bir fonksiyonu olarak olusturdular, ve bitin filmler igin,
faz gecisinde, 2/7’lik evrensel si¢rayis yaptiklarini buldular. T < T i¢in, K’nin davranisi, bir
karekok tekilligi ile tutarhdir.

Yksek sicaklik fazinda, bagdasikliklar Ustel olarak azalirlar. Bagdagiklik uzunlugu &, T.'de
nasil iraksar? c = 2% — 1y? = v*(T — T.) parametresi, simdi, hiperbol yériingenin tamaminda
pozitiftir.  icin yineleme bagintisinin

dx 4
Y 3,2 _ © 2 2 o .
7= Aty = (#2 + 02T - 1T)) (VI1.76)
integrali alinarak
dx 4 1 x 4

elde edilir. Eger xy o (T — T.) < 1 ise, yukaridaki denklemin sol tarafindaki baslangig nok-
tasinin katkisi digarida birakilabilir. integral alma, (¢) ~ y(¢) ~ 1’de durdurulmalidir, glinki bu
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noktanin 6tesinde tedirgeme hesabi artik gegerli degildir. Bu

Ia (VIL.78)

~ T il
T AT —T.2
degerinde olur, burada arctan(1/by/T — T.) = arctan(oco) = 7/2 ifadesini kullandik. Elde edilen
bagdasiklik uzunlugu,

~ o 772
£~ ae” =~ aexp <m> (VIL79)
olur. Buraya kadar karsilasilan gegislerden farkl olarak, bagdasiklik uzunlugunun iraksamasi,
kuvvet yasasi ile olmaz. Bu, yineleme bagintilarinin, sabit nokta civarinda dogrusal olma-
masinin bir sonucudur.

&den daha kiigik mesafelerde, girdaplar bagh ciftler seklinde ortaya gikarken, daha uzun
aralarda, bir veya diger isaretli girdaplarda fazlalik olabilir. Uzun mesafelerdeki girdaplarin
etkilesmeleri, polielektrolitlerin Debye-Hickel kuramindan elde edilebilir. Bu kurama goére,
serbest ylkler birbirlerini perdeleyerek, perdelenmis Coulomb etkilesmesine yol agarlar,
exp (—r/&) C(r). Gegise yUksek sicaklik tarafindan yaklagirsak, serbest enerjinin tekil kisminin

2
ftekil x 5_2 X exp (—Wgﬁ) (V11.80)

sadece temel tekilligi vardir. Sonlu T,'de bu fonksiyonun bitin tirevleri sonludur. Dolayisiyla,
tahmin edilen 1si si§asi, geciste oldukga diizgiindiir. RG’ye dayanan sayisal sonuglar (Berker
ve Nelson), isi sijasinda, giftkutuplarin cogunun ¢ézildiigla noktaya karsilik gelen, T,’den daha
yuksek bir sicaklikta, diizgln bir zirve gosteriyorlar.

Girdap ¢6ziImesinin Kosterlitz-Thouless resmi, sliperiletkenlik ve sliperakiskan filmler, ince
sivi kristaller, Josephson eklem dizileri, helyum filmlerinin Gzerindeki elektronlar, vb. gibi pek
¢ok iki boyutlu sistemde uygulama bulmustur. Belki de daha énemlisi, topolojik bozukluk fikrinin,
pek cok sistemi anlamada pek ¢ok etkisi olmustur. Bir sonraki bélimde gelistirilen iki boyutta
erimenin kurami bdyle bir érnektir.
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