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VII.D ki Boyutlu Katilar

Sivilardan katilara gegis, 6teleme simetrisinin kirilmasini gerektirir.  Burada, iki boyutlu
katilardaki diizen tiplerini inceleyece@iz. Bu tarz dizenin erimeyle bozulmasi, hemen sonra
tartigilacak.

(a) Problemin, dislk sicaklik incelenmesi, T' = 0’daki mikemmel kati ile baslar. Atomlarin
denge konumlari bir ag olusturur, ro(m,n) = me; + nez, burada e; ve ez baz vektoérleridir, ve
{m,n} tam sayilardir. Sonlu sicakliklarda, atomlar denge konumlari digina salinirlar, ve

r(m,n) =ro(m,n) +u(m,n) (V11.81)

noktasina giderler. DisUk sicaklik bozulmalari, yakin atomlar arasinda fazla degismez, ki bu
kabalastirilmig bir bozulma alani u(x) tanimlamamiza olanak tanir, burada x = (x1,z2), ag
genisligi a’yi agikga yazilmayan bir mesafe alt sinir olarak alan slrekli bir degisken olarak
disindlmastir. u bozulmasi, XY modelindeki 6 acisinin benzeridir.

(b) Oteleme simetrisinden dolay1, enerji sadece gerilme matrisine baghdir

) |
wig(x) = 5 Oy +0pu) . = @) = 5 (g + qu) (VI1.82)

Esneklik enerjisi, temeldeki agin simetrisine uymak zorundadir. Basitlestirmek icin, esneklik
enerjisi tamamen esyonli, yani ddnmeler altinda degismeyen (bkz. Landau ve Lifshits, Theory
of Elasticity) olan lGg¢gensel aga bakacagiz. Lamé katsayilari A ve p cinsinden,

1

ﬂH = §/d2x [Q;Luijuij +/\uiiujj]
_ 1 /

2
Yukaridaki ifadede, enerjinin ddnme simetrisi, acik¢a yazilmayan, (i, j) indeksleri tzerinden
toplam yaparak saglanmistir. Fourier gosteriminde, enerji ¢, |u|?> ve (q-u)? niceliklerine
baglidir, ki bunlar agikga dénmelerden bagimsizdir. Bagka aglar igin, daha fazla esneklik
katsayisi vardir, ¢iink(l enerji sadece ag dénmelerinden bagimsiz olmalidir. Ornek olarak, kare
agin simetrisi, ¢2u2 + q;u2. ile orantili bir terime olanak verir.

(c) Kirilan 6teleme simetrisine karsilik gelen Goldstone modlari fononlardir, titregimlerin normal
modlari. Denklem VI1.83, iki tir normal moda izin verir:

d2q
(2m)?

|10 + (1 + M) (a - w)?] (VI1.83)

() q L uolan enlemesine modlann enerjisi

_ K ’q 5 5 o L
PHr =75 / Qme2l ' = (lur(a)) = i (VIl.84)
(i) q | u olan boylamasina modiann enerjisi
_2ptA g d’q 5 , 20 1
BHL = 5 / (277)2(1 up, = (Jur(q|®) = CTESYE (VI11.85)
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Yukaridaki sonugclari toplarsak, bagdasiklik fonksiyonunun genel olarak

n 2m)2%(q+q) [ ptA qg
(ui(@)u;(q')) = BT [&j TS q;} (VI1.86)

oldugunu géririz.

Salininlarin konum uzayindaki uzamlari

() ~u(0)?) = / d%q 2 — 2cos(q - x) [5“_ A qiql}

(2m)? pig? 2u+ X ¢?
_ 2p+ A In(|x[/a)
= LG x (VIL.87)

olarak verilir. Salinimlarin |x| ile sinirsiz blyumesi, iki boyutta uzun-erimli diizenin bozulmasina
isaret eder. Yiksek boyutlarda benzer bir hesap, salinimlarin sicaklikla orantili sonlu uzamlarini
verir. Lindeman kriteri, erime noktasini, sezgisel olarak, bu termal salinimlarin, miikkemmel ag
araliginin belirli bir oranina (asagi yukari 0.1) denk oldugu sicaklik olarak tanimlar. Bu kritere
gbre, iki boyutlu kati her sicaklikta erir. Tabi ki, bu, iki boyutta gergek uzun-erimli diizenin ol-
mamasinin baska bir sonucudur. Bu durumda, XY modelindekine benzer, bir gesit sanki-uzun
erimli dizen mimkin madar?

(d) Kirik ételeme simetrisini tasvir eden diizen parametresi, pc = ¢'S*®)dir, burada G her-
hangi bir karsit ag vektéridir. G -ry, tanimindan dolayl 27’nin tam kati oldugu igin, sifir
sicaklikta, pg = 1dir. Salinimlardan dolay! (pg(x)) = (') sonlu sicakliklarda azalrr,
ve bagdasikhklari

(pa(x)pg(0)) = (G ubI—uON)

o (a3 ~ 1 (0) () — u5(0))))

_Ga2G5 d?;l;l;q/ (eiq-x _ 1) (eiQ’-x _ 1) <ua<q)uﬁ(q/)>}

_ exp{—;/ d*q 22005q-x<(}2_ w4 A (G-q)2>}

(2m)? q* pooop2pt+A) ¢

_G2(3u+ A) ln(x|/a)} _ < a >77G
2020+ A) s

X
o)
%
o]

|

(VI1.88)

seklinde azalir. q integrali, (G -q)?yi agisal ortalamasi G?q¢?/2 ile degistirdikten sonra
yapilmistir. Bu, cosq - x teriminin varligindan dolayi, ki ddnme simetrisini kirar, tam olarak
dogru degildir. Yine de, bu yaklasiklik, integralin dogru asimptotik blylmesini yakalar.
Dolayisiyla, bagdasikliklar,

G?(3u+ \)

= T ORTA VI1.89
6T drn(2p + N (VII.89)

kuvveti ile cebirsel olarak azalir.
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Otelemesel bagdasikliklar, kirinim deneylerinde 6liiliir. Sagilma genligi, pg'nun Fourier
déntstmidir, ve q dalga-vektdriinde sagilma yogunlugu

Sa) = (lA(aP) = <Zezqr<mn) > Z< ia(r(mn)=r(00))

= N efatrolmm)—ro(0.0) <ezq (u(x)—u(0 ))> (VI1.90)

m,n

yap! ¢arpani ile orantihdir, burada N, toplam parcaciklarin sayisidir. Sifir sicaklikta, yapi
¢arpani, karsit ag vektorlerinde delta-fonksiyonlari (Bragg zirveleri) kiimesidir. Sonlu sicaklikta
bile, eder q bir G ag vektérl civarinda degilse, degisen fazlardan dolayi toplam sifirdir. O
zaman, toplami bir integralle degistirebiliriz ve

1
2. ,1(q—G)x s
NZ/d xella- <|X|> N§G: GG (VI11.91)

Simdi, Bragg zirveleri, kuvvet yasasi tekillikleri ile yer degistirmigtir. Iraksamanin kuvveti,
sicaklikla ve artan |G| ile azalir. Yeterince blylk |G|ye karsilik gelen zirveler artik
gérilemezler, ve sicaklik arttikga, daha fazlasi yok olur. Ug boyutta, yapi garpani hala bir kiime
delta-fonksiyonudur, ancak genlikleri Debye-Waller carpani denen exp (— e ﬁg,ﬁi)) carpani
ile azalmistir.

(e) Kristal fazi da kirilmis bir simetri ile karakterize edilir. Yénelimsel diizen parametresi
tanimlayabiliriz ¥ (x) = %¢*), burada 6(x) yerel ag baglar ile, bir referans ekseni arasindaki
acidir. (6 carpani, ticgensel agdaki 6 olasi yonin birbirine denkliginden kaynaklanir. Kare ag
icin uygun tercih ¢*?™) olur.) Diizen parametresinin, T = 0'da birim genligi vardir, ve sonlu
sicaklikta, salinimlardan dolay1 azalmasi beklenir. u(x) bozulmasi, ag agisinda degisime yol
acar

_ (0w w1
0(x) = (81: ay) =57 V xu (V11.92)

Yonelimsel salinimlarin azalmasi

(T (x)T*(0)) = <ei6(9<x>—0(0)>>

621

= exp{ g/(%)Q —2cosq-x) (¢*(] u(a) |2>—<(q~u)2>)}

2
—23/ (6257:)12 (2—2cosq-x)} /2 exp (—2) (VIL93)

a?p
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ifadesinden hesaplanir. ( [ d?q/(27)?nin n = N/L? = 1/a? yodunlugu olduguna dikkat ediniz.)
Son sonug, blylk mesafelerde x’ten bagimsizdir, ve sicaklikla Ustel olarak azalan (4 « 1/T
oldugu igin) bir sabite giderek yaklasir. Dolayisiyla, iki boyutlu ag, sanki uzun erimli 6teleme
dlzeni ve gergek uzun erimli yonelim dizeni ile karakterize edilir.

VILE Iki Boyutlu Erime

iki boyutlu bir katinin erimesi ile, XY spin sisteminin dizensizlesmesi arasinda niteliksel benz-
erlikler vardir. Kosterlitz ve Thouless’in igini genigleterek, Halperin ve Nelson, bagimsiz olarak,
Young, iki boyutlu erimenin bir kuramini geligtirdiler. Elde edilen, KTHNY denilen kuram, burada
bahsedilmistir.

(a) Bir katidaki topolojik bozukluklar, yer degistirmelerdir. Tek bir yer degistirme, ek bir ag yari
diuzlemine karsilik gelir, ve Burger’in devresi uygulanarak karakterize edilir: Devre, konumdan
konuma bir seri adimdir, 6yle ki, milkemmel bir agda, baslangi¢ noktasina déner (mesela, kare
bir agda, saga 5 adim, asagi 4 adim, takiben sola 5 adim, ve yukari 4 adim.) Eger devre,
yer degistirmeli bir bdlgeyi cevreliyorsa, kapanamayacaktir. ilk ve son konumlar arasindaki
fark, byi, yer degistirmenin Burger vektérind, tanimlar. Bu kapanmanin basarisiz olmasi
mamkinddr, ¢unku, bozulma alani u(x), bir ag vektérine kadar tanimlidir. Sdreklilik limitinde,
bu yozlagsma

j’{ Vitgds = b° (VI1.94)

ile tanimlanir. Dolayisiyla, bozulma alaninin her bileseni, XY modelindeki 6(x) agisi gibi
davranir. Bu benzerligi kullanarak, {x;} konumlarindaki bir gurup {b,} yer degistirmesine
karsilik gelen bozulma alaninin tekil kismi

Vi), = -V x (22 12)—;_ In|x — xL|> (VI11.95)

olarak verilir.

a}, girdaplarin varligindan kaynakli tekillikleri diizgun olarak tasvir ederken, yerel bir denge
dizilimi degildir, yani 2uiiag + Mgty = 0 denklemine bir ¢c6zim degildir. Yer degistirmelerin
varliginda, pargaciklarin dengeye gelmesine izin verince, @, ¢6zUmu bulunur, ki @}, 'dan dizgin
bir kisimla farklanir. Toplam gerilme alani u,g = ¢ + Uqs Olarak ayrigtirilabilir, burada .z yer
degistirmelerden kaynaklanir, ve ¢, fononlarin katkisidir. Bu sekli
BH = [d*x [2puapuas + Maatgg) /2 esneklik enerjisinde yerlestirdikten sonra, XY modelin-

deki islemlerin benzeri, SH = GHy + SH1 sonucunu verir, burada

Mo = 5 [ X (20605003 + daadas) (V11.96)
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ve

BHL = —K 360 Cap(xi — x;) — > In[yo(by)] (VI1.97)

1<j

Yer degistirmeler, {b;} vektdr yikli bir blylk kanonik bir gaz gibi davranirlar. y, kagarligi,
her yer degistirmenin gekirdek enerjisinden gelir. Yikler, Coulomb etkilegsmesinin vektérel bir
genellestirmesiyle etkilegirler:

1 x| T
Cap(x) = o {&wln( - ) -~ } (V11.98)
Denklem VI1.97'deki etkilegimin kuvveti Ka? = 2u(u + \)/(2p + A)'dir. Yukaridaki gikarimda
acikga yazilmayan yuksizlik kosulu vardir, >, b; = 0.

Yer degistirmeler arasindaki giplak etkilesme, ortamdaki diger yer degistirmeler tarafindan
perdelenir. Etkin kuvvet tedirgeme ile hesaplanabilir, ve 7Ka? < 2 igin iraksar. Bu, eslesmis
yUksuz yer degistirmelerin ayrildigini isaret eder. Kabalastirma altinda, kuramin parametreleri

Y = Av+ By (VI1.99)
W = (2-7K)y+ Dy

olarak evrilir, burada A4, B, ve D sabitlerdir. XY modelinin aksine, y§ mertebesinde ek terimler
¢ikar. Bunun sebebi, skalar Coulomb gazindaki tek yiksiiz dizilimlerin ¢ift sayida parcaciga
sahip olmasidir. Uggen bir agdaki yer degistirmeler icin, 120°’li (i¢ yer degistirmeden, yiiksiiz
bir dizilim olugturmak mimkdindar.

Duslk sicaklik fazi, renormalize edilmis pr ve Ar Lamé katsayilari ve yi = 0 ile karakterize

olan sabit noktalardan olugsmus bir dogruyla eslesir. Ylksek sicakliklarda, yo ve K’'nin ikisi
de iraksar, ki bu ur kesme moduliiniin yok olmasini, ve sonlu bir £ bagdasiklik uzunluguna
isaret eder. Gegise, dustk sicaklik kismindan yaklagirken, etkin kesme modull, sireksiz bir
sigramaya ugrar, ki tekil davranigl ur ~ p. + (T, — T)” olur. Bagdasiklik uzunlugu, yiksek
sicaklik tarafinda ¢ ~ aexp(c/(T — T.)”) seklinde iraksar. VII.99 denklemlerindeki Uglincl
derece terimlerden dolay 7 = 0.36963 - - - degeri, XY modelindeki 1/2'den farkhdir, ki bu vektér
ve skalar Coulomb evrensellik siniflarindaki gegcislerin farkliliklarina isaret eder.
(b) Kesme modiiliiniin yok olmasi, bagli olmayan yer degistirmeleri ile yUksek sicaklik fazinin
bir sivi oldugu anlamina gelir mi? Daha Once tartisildig gibi, kristal fazin hem 6teleme hem
yOnelim diizeni vardir. Bir u(x) bozulmasi, denklem VI1.92’ye gére, baglarda donmeye yol agar.
Bir yer degistirme toplulugundan kaynakli net dénme

~ o 1 R ~ 1 bi . (X — Xi)
0(x) = iz-VXU—%zi:ib(_XiP (VI1.100)
olur. Surekli yer degistirme yogunlugu b(x) = 3, b;0%(x — x;) cinsinden
2./ b (x —x')
== /d |X_X,|2 (VIL.101)
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Alternatif olarak, Fourier uzayinda

b(x')-(x—x')  .b(q)-q

i(q) = / B R (VII.102)
Dolayisiyla, agisal salinimlar, yer degistirme yogunlugundaki bagdasikliklara
(18@)[*) = %5 (@b’ (@) (VI1.103)
ile baghdir, burada
(b (@b (q)) = / d2xe' T (b ()b (0)) (VI1.104)

T > T.de yer degistirmeler baglantisiz hale geldikten sonra, perdelenmis Coulomb
etkilesmesiyle etkilesirler, ve

lim (b*(x)65(0)) o< dape ™6 = 1lim (b°(q)b?(q)) o 456> (VII.105)

x| =00 a—0

Denklem VII.103’e yerlestirerek

lim ([6(q)[?) o gz (VI1.106)

q—0

elde edilir. (Dusuk sicaklik fazinda, blylk |q|~! olgeginde yuklerin nétrligu, b(q)'nun q — 0

iken yok olmasini ve limq_0(b%(q)b°(q))  gngs 0lmasini gerektirir, ki bu da sonlu bir (|(q)?)
degerine yol acar.

Denklem VII.106, yer degistirmeler bagimsiz hale geldikten sonra, yonelimsel salinimlarin
hala bagdasik olduklari anlamina gelir. Gergekten, bdyle bagdasikhklar

BH = % / Px(V6)?, K, o ¢ olmak tizere (VIL.107)

Hamiltoniyeninden gelir. Agisal sertlik K4, Frank sabiti olarak bilinir. Bag ac¢isi dizen
bagdasikliklari, simdi

(¥ ) = o T EOIOT) (&) " (VI1.108)

|

seklinde azalir, burada ny = 18/(7K 4). Yénelimsel salinimlarin, sanki uzun erimli azalamasi,
kinnnim seklinde alti kat yogunluk degisimine yol acar. Dolayisiyla, yer degistirmeler, diizeni
tam olarak yok etmede etkin degillerdir, ve bagil halden kurtulmalari, hexatik olarak bilinen
ybnelimsel diizenli fazin ortaya ¢ikmasina yol agar. Hexatik fazin sertligi, katiya geciste, den-
klem VII.107’ye uygun bir sekilde iraksar.

(c) Yonelimsel diizen, yiksek sicakliklarda, disklinasyon olarak bilinen yeni bir toplojik bozukluk
gurubunun bagil olmayan hale gegmesiyle yok olur. Bunlar, girdaplara ¢cok benzerler, ancak,
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bag agisi 27/6’ya kadar tanimli oldugu icin

fv9~d§:2% (VIL.109)
denklemini saglarlar. Disklinasyonun enerji maliyeti, sistem boyutu ile &, = 7K41In(L/a)/36
seklinde biyir. 21In(L/a) entropisini g6z énine alinca, K4 < 72/n’de disklinasyon ayrisma
gegcisi buluruz. Bu gegis, skalar Coulomb gazinin evrensellik sinifindadir. Elde edilen ylksek
sicaklik fazinin ya yénelimsel, ya da ételemesel diizeni vardir ve olagan sividir.

Bu senaryo, iki boyutlu katinin erimesinin, bir ara hexatik fazla gerceklestigini 6ngorir.
Gergekte, bilgisayar similasyonlari, basit iki boyutlu katilarin, mesela Lennard-Jones potan-
siyeli ile etkilesen parcaciklar, ¢ boyutta oldugu gibi, dogrudan birinci derece bir gegis
gecirdigini dnermektedirler. Ug boyuttaki daha karmasik molekiiler sistemlerin, mesela uzun
polimerlerin, ara sivi kristal fazlari oldugu bilinmektedir. Sivi kristallerin kati ve sivi arasi bir
dlzeni vardir, ve hexatik fazin t¢ boyutlu benzerleridir. Birkag tek-kat sivi kristalden yapilan
filmler, KTHNY erime senaryosunu incelemek icin en iyi adaylardir.
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