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VIII. Kayiph Dinamik
VIIILA Bir Parcacigin Brown Hareketi

Mikroskop altinda incelemeler, bir sivi damlasindaki toz parcaciginin rastgele titrek bir hareket
yaptigini gésterir. Bunun sebebi ¢ok daha kigik sivi pargaciklarinin rastgele garpmasidir. Bu
tarz hareketin (Brown hareketi) kurami, 1905 yilinda Einstein tarafindan gelistirilmistir, ve bir
parcacigin hareket denkleminden baslar. m kutleli bir parcacigin yer degistirmesi Z(¢)

- Z oY -
mE =~ oo + Frastgete(t) (VIIL.1)

tarafindan belirlenir. Pargaciga etki eden ¢ kuvvet:

(i) Sivinin agdaliigindan kaynakli surtinme kuvveti. R yarigaph kiresel bir pargacik igin,
disik Reynolds sayisi limitindeki hareketliligi 1 = (677R)~! ile verilir, burada 7 belirli
agdaliliktir.

(i) Harici potansiyel V(Z), mesela kitle gekimi, kaynakh kuvvet.
(iii) Ortalamasi sifir olan, sivi pargaciklarinin carpmasindan kaynakl rastgele kuvvet.

Agdalilik terimi, genelde, eylemsiz olana baskindir (yani hareket asiri sénimltdir), ve bun-
dan sonra, ivme terimini ihmal edecegiz. Bu durumda, denklem VIII.1, bir Langevin denklemine
dénusdr:

T = O(&) + 7(t) (VII1.2)

burada ©(¥) = —poV/0Z, deterministik hizdir. Rastgele hizin, 7j(t) = p frastgele ortalamasi
sifirdir

(if(t)) = 0 (VIIL.3)

Genelde, hizdaki gurdltd igin olasilik dagiliminin Gaussiyan oldugu varsayilir, yani

2
P [77(t)] o< exp {— / dr”g } (VIIL.4)

Garaltandn farkh bilesenlerinin, ve farkli zamanlarda bagimsiz olduguna, ve esdegiskesinin

(Na(t)ns(t")) = 2Ddq go(t —t') (VIII.5)

olduguna dikkat edin.
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D parametresi, parcaciklarin sivi igerisinde dagi/masiyla ilgilidir. Herhangi bir potansiyelin
yoklugunda, V(Z) = 0, herhangi bir pargacigin ¢ anindaki konumu

() = #(0) + /0 i)

ile verilir. Agikga, Z(t) — Z(0) aynminin, ki rastgele Gaussiyan degiskenlerin toplamidir, kendisi
de ortalamasi sifir olan, Gaussiyan dagilimh bir degiskendir, ve degigkesi

<(f(t) - f(o))2> = /Ot dridra(ij(my) - 17j(12)) = 3 x 2DT

olarak verilir. #(t) = 0'da, yani P(#,t = 0) = §3(Z), birakilan bir pargacik toplulugu igin, t
zamaninda parcaciklar

1 3/2 22
PEn = <\/4th> =P [_41%]
ile dagilirlar, ki bu dagilim

9P _ pyep
ot

dagilma denkleminin ¢6zimidar

Basit bir 6rnek, V(&) = Kz2/2 olan Hook yayina baglanmig bir pargaciktir. Simdi, deter-
ministik hiz 7(Z) = —pK 7 ile verilir, ve Langevin denklemi & = —uK 7 + 7(t),

% [enrt()] = enKtie) (VIIL6)

seklinde yeniden dizenlenebilir. Denklemin 0’dan ¢’ye kadar integrali
e KUE() — F(0) = /O L drer KT (VIIL7)
verir, ve
Z(t) = Z(0)e MK 4 /0 t dre M=) 5 (1) (VII1.8)
Gardlta Gzerinden ortalamasini almak, ortalama konumun
(@(t)) = #(0)e KT (VIIL9)

T = 1/(uK) karakteristik gevseme sdresiile azaldigini gésterir. Ortalama etrafindaki salinimlar,

. 2Dé(m1—T12) %3
—~
(@0 = @) = [ dndmerCn=m G i)

6D / dre— K (—T)
0
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3D _ s 3D
i - = VIII.A

g e S (VIIl.10)
gibi davranir. Ancak, toz zerreleri T sicakhigindaki siviyla dengeye ulastiklarinda, olasilik

dagihmi, birimlestirilmis Boltzman agirligini saglamalidir

. K 3/2 K2

ki (z%) = 3kpT/K verir. Dinamiklerin, pargacigi T sicakligindaki siviyla dengeye getirmesi
beklendiginden, denklem VII1.10

D =kpTu (VII.12)

oldugunu ifade eder. Bu, gUrdltideki salinimlari, ortamdaki kayipla baglayan Einstein
bagintisidir.  Agikga, uzun zamanlarda Langevin denklemi, T sicakhiginda, V(¥) = Kz?/2
pontasiyeli icinde dengedeki bir parcacik icin dogru ortalama ve degiskeyi verir, eger denklem
VIII.12 saglanirsa. Herhangi bir potansiyel icin, butin olasilik dagihminin Boltzmann agirligina
evrimlesecegini gosterebilir miyiz? P(Z,t) = (Z | P(t) | 0), bir pargacik, ¢ = 0 aninda 0’daysa,
pargacigl, t aninda & noktasinda bulma olasiligini versin. Bu olasilik, ¢ + ¢ zamaninda #'de
bulunan pargacidin, ¢ aninda bir baska 7’ noktasindan geldigine dikkat ederek, yinelemeyle
olusturulabilir. Bu tarz bitlin olasiliklari ekleyerek

P(Z,t+e€) = /d?’:f’??(f’,t)(f | T. | 77) (VIIL.13)
elde edilir, burada (z | T, | ') = (Z | P(e) | ') gegis olasiligidir. e < 1 igin,
=1+ (& )e+ 7. (VIIL.14)

burada 7. = ff*e drii(t). Agikga, (77.) = 0 ve (n?) = 2De x 3, ve denklem VII1.4°G takip ederek,

1 3/2 772
p(7e) = <47rDe) exp [_4De} (VIIL15)

Gegis hizi, denklem VIIl.14’e gbre, sadece dogru genlikte bir gurilti bulma olasiligir, ve

3/2 7 — 3 — ev(@))?
@TO1#) = v = (57 exp[J gl ”]

— -

. 2
_ < 1 )3/2€Xp _6(:”_4129”)) (VIIL.16)

t zaman araliginin, e boyutunda ¢ok kiiglk pargalara bélerek, yukaridaki evrim operatdrini
tekrar tekrar uygulayarak

P 1) = (#[1(e)

)
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: 2
(@1 DE(r) t (:f - 17(:%'))
= — [ dr~——+— VII17
I R s (VIL17)

elde ederiz. integral, baslangic ve bitis noktalarini birbirine baglayan biitiin yollar izerindendir;
her yolun agirlig, klasik yériingeden, & = U(Z), ne kadar saptigiyla iliskilidir. Yineleme bagintisi
(denklem VII1.13),

1 \32 (7 — & — et())?
— _ 32— _ =/ _
P(x,t)_/d 7 (4@6) exp[ — P, 1), (VIII.18)
7 = Z4e@d)-7 =
By = PP +eV-9(T) =T (14 eV - 3(Z) + O(e?) (VII.19)

degisken degisikligi ile sadelestirilebilir. Sadece ¢ mertebesindeki terimleri tutarak

2

s;2
P(Ft) — [1—6V-U(f)]/d3y<4ﬂlDe> i P(T 4 — €0(), ¢ — ¢

L 5 1 3/2 _y2
= [1—6V-U(a:)]/dy Do e iDe X

iy — 2€yivj + €, P
{P(f, ) + (5 — ev(@)) - VP + S TGP - e% +0(2)
P
= [1—¢€V-0(7)] [73 — €V +eDV?*P — 6% + O(é%)

(VII1.20)

elde ederiz. e mertebesindeki terimleri esitleyerek, Fokker-Planck denklemini elde ediriz:

§+v.f:o, J = #P — DVP olmak lizere (VII1.21)
Fokker-Planck denklemi, basitce, olasiligin korunumunun ifadesidir. Olasilik akiminin, deter-
ministik bir bileseni 0P ve rastgele bir bileseni —DV'P vardir. Duragan dagilim, OP /ot = 0, eger
net akim yok olursa elde edilir. Artik, Boltzman agirliginin, Pdenge(f) x exp [-V(Z)/kBT],
Vpdenge = Wdenge/(“kBT) olmak Uzere, denklem VIIl.12deki salinim-kayip kosulu
saglandigi siirece, duragan duruma gidecegini kontrol etmek kolaydir.
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