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.G Gauss integralleri

Bir dnceki b6limde, dalgalanmalarin enerji maliyeti, ikinci mertebede hesaplanmisti. Bu dal-
galanmalar, semer noktasi serbest enerjisini de degistirirler. Bu degisiklikleri hesaplamadan
once, Gauss integralleri hesaplama konusunda kisa (ancak gerekli), matematiksel bir ara vere-
lim.

En basit Gauss integrali, tek bir degisken ¢ igerir:
- o0 7K¢2+h¢ - 2 ﬁ
I = dpe™ 2 = few (11.54)

Yukaridaki ifadenin h’ye gbre tlrevlerini alarak, ¢’nin kuvvetlerini iceren integraller yaratilir; yani
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Eger integrali alinan ifade, rastsal degisken ¢’nin olasiligina karsilik geliyorsa, yukaridaki in-
tegraller (¢) = h/K ve (¢*) = h?/K? + 1/K anlamina gelir. Karsilik gelen kiimUlantlar
(#)e = (¢p) = h/K ve (¢*). = (¢?) — (¢)?> = 1/K olur. Aslinda, Gauss dagiiminin bitin
yUksek mertebeden kiimilantlar sifirdir ¢lnkdi
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Simdi, asagidaki, N degisken iceren Gauss integralina bakalim:

-2 sz bidi+ > hm] . (11.57)
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K = K;; matrisini kosegenlestirerek, NV tane tek boyutlu integrale indirgenebilir. Sadece
simetrik matrisleri gz dniine almamiz gerektiginden, 6zdegerler gercektir ve 6z vektorleri de
ortanormal yapilabilirler. K’'nin 6z vektorlerini ve 6z degerlerini sirasiyla g ve K, ile gbsterelim,
yani K¢ = K,q. {G} vektorleri, orijinal N boyutlu uzayin yeni bir koordinat bazini olustururlar.
Bu uzaydaki herhangi bir nokta, ya {¢;}, ya da {éq}, b =, qqui olmak Uzere, koordinat-
lari ile goésterilebilir. Simdi, integral degiskenlerini {¢;}'den {isq}’a degistirebiliriz. Bu Oniter
déndsimiin Jakobiyen'i birdir, ve

N N 7 —17
0o K.~ -~ 2 hoK-h
IN — H/ dd)q eXp |:—2q¢)2 + hqd)q:| = H \/;eXp |: q é] q:| 3 (“58)
q=1 —00 q
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edilebilir. Matrisin determinanti segilen bazdan bagimsiz oldugu igin, det K = [, K, ve

_Jemy Kid .
In = ok P Z 5 hihj| . (11.59)

5

{¢i} leri, ortak olasilik dagihmlari denklem I1.57°deki integrali alinan fonksiyonla orantili rast-
gele degiskenler olarak alirsak, ortak karakteristik fonksiyonu

12Y)

i N K1
<e sz k,7¢.7> = exp [_iZKi,jlhikj — Z ;]]{31]{7]] . (11.60)
2]
olarak verilir.

Dagilimin momenteri, karakteristik fonksiyonun k;’ye gére tlrevlerinden, kiimdlantlar da
logaritmasinin tirevlerinden elde edilir. Dolayisiyla, denklem 11.60

i)c — K_lh
{ <¢>~<iji = %fl W (1.61)
3 C l7]

anlamina gelir. Denklem 11.60’in bir bagka faydali sekli
1
(exp(A)) = exp {(A)C + 2(A2>8} . (1.62)

burada A = Y, a;¢; Gauss dagihmli degiskenlerin herhangi bir dogrusal birlesimidir. Bu sonucu
daha 6nce, bir sliperiletkende faz salinimlari varken diizen parametresini hesaplamak igin kul-
landik.

Gauss fonksiyonel integralleri yukaridaki ¢ok degiskenli integralin bir limit durumudur. i
noktalarini d-boyutlu bir ag Gzerinde noktalar olarak disinin ve ag araligini sifira gétirin.
Sureklilik limitinde, {¢;}’ler ¢(x) fonksiyonlarina dénusir ve K;; yerine K (x,x’) ¢ekirdegi gelir.
Denklem 11.59’'un dogal genellemesi

| Do |- [ Pt SO g0t + [ axnizot)

-1 /
x (det K) ™2 exp [/ ddxddx’K (x,x >h(X)h(X/)‘| (11.63)
burada ters gekirdek K —!(x,x’),
/ddx/K(x7 x)K71(x',x") = 6¢(x — x") (1.64)

denklemini saglar. D¢(x) ifadesi, fonksiyonel integrali gésterir. Denklem 11.63’de yaziimamis
(2m)N/2 oranti sabiti vardir. N — oo sireklilik limitinde sonsuz olmakla beraber, benzer in-
tegrallerin tiirevleri olarak elde edilen ortalamalari etkilemez. Ozel olarak, Gauss dagihimli
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fonksiyonlar igin, denklem 11.61

(B(x)e = [dx' K~ (x,x")h(x))
) . , (11.65)
(p(x)o(x))e = K (x,X)
olarak genellesir.
Landau-Ginzburg Hamiltoniyen’e kigilk salinimlari incelerken
/ d'x [(Vo)? + 67/€] = / dxds $(x')6%(x — x') (= V2 + £ 2)$(x) (11.66)
kareli formuna rastlamistik, bu, ¢ekirdegin
K(x,x') = K§x — x')(=V? + £72) (1.67)
oldugu anlamina gelir. Denklem I1.64°den, ters ¢ekirdek
K / "6 (x — x")(~ V2 + € )KL — x') = §4(x — x) (11.68)
denklemini saglar ki, bu da
K(-V? + 2K (x) = 6%(x) (1.69)

denklemini sagladigi anlamina gelir. Denklem 11.44 ile kiyaslandiginda, daha énce daha az
dogrudan bir ydntemle elde edilen, K~!(x) = (¢(x)$(0)) = —I4(x)/K oldugu anlasllir.

IILH Semer Noktasina Salinim Dizeltmeleri

Artik semer noktasi etrafindaki salinimlarin serbest enerjiyi ve diger makroskopik 6zellikleri
nasil degistirdigini inceleyebiliriz. Denklem 11.35'den baglayarak, kii¢tk salinimlari iceren boli-
sim fonksiyonu

} (1.70)

Z = exp [—V (;mg + Um4)} /D¢b(x) exp {—Ig/ddx [(V@))Q + ??2

2
-/que(x) exp{—‘;(/ddx [(v¢e)2 +(§§

olur. Her Gauss cekirdegi,

dla) = [ dixexpe(~ia- )6/ VTV
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Fourier dontistimi ile kdsegenlestirilir ve karsilik gelen 6zdegerler K(q) = K(¢* + £72) olur.
Elde edilen K’nin determinanti boyle 6zdegerlerin ¢garpimidir ve dolayisiyla

Indet K =) " InK(q) K(¢*+¢72) (1.71)
q
olur. Denklem 11.70’den elde edilen serbest enerji
T Y = N ROy U NN
-V 3 (z)d K@ +§, 2 J (2m)d M TS
(1.72)

olarak verilir. (n — 1 tane enine bilesen olduguna dikkat ediniz.) Bagdasiklik uzunlugunun
indirgenmis sicakliga bagliligini kullanarak, isi sigasinin tekil kismi

Ctekil ¢ — 92t 1 (1.73)

2f 0+2/ 27rd(Kq1+t)2 t>0 igin
d .
Su + 2[ (27r)d w1 < 0 icin

olarak elde edilir. Dlizeltme terimleri

1 d’q 1
o =52 | G e (174

ile orantilidir. integral, (uzunluk)*~¢ boyutundadir ve d = 4'de davranisi degisir. d > 4 igin,
integral blyuk g'da iraksar ve A ~ 1/a, a ag arahgi olmak Uzere, tarafindan belirlenir. d > 4
icin, integral iki limitte de sonludur. integral, q'yu ¢! ile dlcekleyerek, boyutsuz yapilabilir ve
dolayisiyla ¢4~ ile orantilidir. Bu yiizden

1 [ a*? d>4igin
O .75
F= K { -1 d < 4igin (.75)

olur.

d > 4 boyutlarinda, 1si1 sigasina gelen salinim diizeltmeleri, gegisin iki tarafinda fona sabit
bir terim ekler. Ancak, tekilligin temel sekli, C’deki bir siireksizlik, degismez. d < 4 igin, gegiste
¢ o t~Y?nin iraksamasi, denklem 11.75'den bir diizeltme getirir, ki bu asil siireksizlikten daha
onemlidir. Gergekten de, diizeltme « = (4 — d)/2 olan bir Ustele karsilik gelir. Ancak, bu semer
noktasi sonucuna gelen ilk diizeltmedir. Cr’in iraksamasi, semer noktasi hesaplarinin, (st kritik
boyut denen d < 4'te glvenilir olmadigi anlamina gelir. Bu boyutu 1sI sigasina gelen salinim
dlzeltmelerine bakarak elde ettigimiz halde, herhangi bir bagka niceligin, miknatislanma ya da
alinganlk gibi, tekil kismina bakarak da elde edebilirdik. d < 4 boyutlarinda, salinimlardan
kaynakli katkilar her zaman, birincil tekil davranisi, dolayisiyla kritik Ustelleri, degistirirler.
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Il.I Ginzburg Kriteri

Boylece, salinimlarin édnemini belirlemis ve semer noktasi yaklagiminin gézlemlenen Ustelleri
aciklamaktaki basarisizliginin olasi sebebleri olarak belirlemis olduk. Ancak, bélim II.G’'de de
belirtildigi gibi, bazi malzemelerde, mesela siperiletkenler, deneysel sonuglar, bu yaklagimla
elde edilen Ustellerle ¢ok iyi bir uyum icerisindedir. Salinimlarin slperiletkenlerde, diger faz
gegislerine oranla niye daha az énemli oldugunu sayiya dokebilir miyiz?

Denklem 11.75, salinimlarin, bagdasiklik uzunlugundaki iraksamadan dolayr énem ka-
zandiklarini gdsterir. Semer noktasi yaklasiminda, bagdasiklik uzunludu ¢ ~ &|t|~1/?
seklinde iraksar, burada t = (7. — T)/T, indirgenmis sicaklik, ve & ~ K ise mikrosko-
pik uzunluk dlgegidir. ilke olarak, & sagilma cizgi sekillerine uydurularak deneysel olarak
Olcllebilir.  Yaklagik olarak, faz gecisinde, dizen kazanan birimlerin boyutuna esit olmasi
gerekir. Sivi-gaz gegisinde, &, (v.)'/? olarak tahmin edilebilinir, burada v, kritik atom hacmidir.
Siperakiskanlarda, &, yaklasik olarak termal dalga boyuna A(T") esittir. Bu iki tahmin de bir
kag atomik aralik mertebesindedir 1 — 10A. Diger taraftan, bir siiperiletkendeki temel birim
Cooper ciftleridir. Ciftlenmis elektronlar, Coulomb itmesinden dolay! birbirlerinde ayriimaya
zorlanirlar, bu da blyik bir ayrilia sebep olur & ~ 10°A.

Salinimlarin 6nemi denklem 11.73deki iki terimi kiyaslayarak tartilabilir; semer noktasi si-
reksizligi Agy. o« 1/u, ve Cp dlzeltme terimi. K 53 oldugundan dolayi, dizeltme terimi
¢y %t~ 4=9/2 ile orantiidir. Dolayisiyla salinimlar énemlidir eger

4-d 1

LU > ACsn, = |t|<tgy —— 5 (1.76)
((4ACs.N.) 1

ise. Yukaridaki gereklilik Ginzburg kriteri olarak bilinir. Dogal olarak d < 4 igin, kritik noktaya
yeterince yakinda saglanir. Ancak, deneyin ¢6ziniirligi Ginzburg indirgenmis sicakligindan ¢
daha yakina gelmek i¢in yeterli olmayabilir. Bu durumda, ¢ > ts indirgenmis sicakliklarindaki
goriinen tekillikler semer noktasi davranisi gésterebilir. Oyleyse, denklem 11.76'da gériinen, bu
gOrunisteki sureksizliktir, ve kendinden tutarh bir sekilde tg'yi belirlemek igin kullanilabilinir.
Acikca, ACs . ve &’'nun ikisi de boyutsuz birimlerde 6l¢lilebilir, £, atomik boyut a biriminde,
ACs.n., Nk biriminden. ikincisi, pek ok gegis igin bir mertebesindedir, ve dolayisiyla d = 3
icin, tg = 556’d|r. &' bir kag atomik aralik mertebesinde oldugu durumlarda, tg ~ 10~! —
10~2'lik bir ¢ozUndrlik yeterli olacaktir. Ancak, sliperiletkenlerde & ~ 103a'dir ve salinimlarin
etkisini gorebilmek igin, t¢ < 10~'®’lik bir ¢dzlnlrlik gerekmektedir. Bu, su anki aletlerin
yeteneklerinin ¢ok Otesindedir. Yeni ylUksek sicaklik siperiletkenlerinin ¢cok daha kiguk bir
bagdasiklik uzunlugu vardir £, ~ 10a ve gergekten de salinimlarin bazi etkilerini gdsterirler.

Yeniden, benzer bir kriterin, baska nicelikleri inceleyerek de elde edilebilecegini vurgu-
layalim. Belli bir X niceliginin élgliimesinde salinimlar ¢+ < tg(X) ~ A(X)¢ 2444 jgin
o6nemli olurlar. Ancak, A(X) katsayisi farkl nicelikler igin farkh olabilirler (bir veya iki mer-
tebe). Dolayisiyla, esas itibariyle, bir nicelikte semer noktasi davranisini gézlemlerken, ayni
¢6zlnurlikte, salinimlar bir bagka nicelikte 6nemli olabilirler. Elbette, yeterince ylksek ¢6z0-
ndrlikte salinimlar her zaman igin dnemli olacaktir.

Landau-Ginzburg yaklagimi ile elde edilen sonuglarin bir 6zeti asagida verilmistir:
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e d,, = 4 Ust kritik boyutundan blyUk d boyutlarinda, semer noktasi yaklasimi gecerlidir ve kritik
noktadaki kritik davranis a =0, 8 =1/2,v =1, v = 1/2, - - - Ustelleri ile tasvir olunur

o Alt kritik boyuttan (sdrekli simetri igin d, = 2, ve kesikli simetri igin d, = 1'dir) kliglk d boyutta,
salinimlar, diizenli fazi yok edecek kadar kuvvetlidir.

e Ara boyutlarda, d, < d < d,, salinimlar, semer noktasi sonucunu degistirecek kadar kuvvet-
lidir, ancak tamamen yok edecek kadar 6nemli degillerdir. Maalesef, veya neyseki, d = 3'te bizi
ilgilendiren durum bu durumdur.
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